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Einleitende Uebersicht« 



1. 

D ie Geometrie im engeren Smie bedarf cn ih- 
ren Konstrnetionen zweier Ihstnunente 9 des Zir- 
kels und des Lineals. Ein italienischer Mcithema- 
tiker, MascAeroniy hat auf eme scharfsinnige Weise 
gezeigt*), darg- alle geemefrisdien Aufgaben mit- 
telst des Zirkels «illein geläst werden können. 
Andererseits' haben in der neusten Zeit einige fran- 
zösisehe Mathematiker auf.« zahlreiche Aufgeben 
aufinerksam gemadit, deren LrSeniig -nur die Hülfe 
des Lineals, oder das Ziehen gerader Liuieu zwi- 
schen gegebenen Punkten, erfordert. Ja es haben 
Einige aegar sehen die Yennathung ansgespreefaen, 
dafe mittekt decr Lineals aUe Kemfiuetienen ans- 
fiihrbar seien, sobald in der Ebene irp:cnd ein fe- 
ster IJiilfskreis gegeben ist. Die yorliegeufle Ideine 
Sefarifit hat znm Zweck, diese Vcrmnthnng zn he- 



*) Meicheroni'8 „Gebraaeh. den Zirkels* aus 
dient Italienitchen hi's Französiche übersetzt TOS CarttU and - 
in^s Deutsche roa GrUiMf Berlin ldS& 

A 



2 Einleitend« Uebersicht. §.1. 

stätigcn. Und zwar Mird dieser Zweck leichter 
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dem Umfenge des Gegenstandes, den Anselieui 

hatte. Denn, ^\irft man einen shengcii Blick auf 
die gesaninitcu Konstructionen, wie sie in der ge- 
wöhnlichen Geometrie^ heim freien Gehrauoh des 
SBrkels nnd Lineals yorkommen, so sieht man« 
dafs sie^ die Fälle ansgenommen , wo das Lineal 
allein genügt^ im Grunde nur auf den folgenden 
zwei Uanptkonstraetionen: 

a) 9,die Durchschnitte einer Geraden 
und eines Kreises'', und 

b) 9>die Durohsohnitte sweier Kreise zu 
finden", 

beruhen, so zusammengesetzt sie übrigens auch 
sein mögen. Für die gegenwärtigen beseiiränkte- 
rem Hülfsmittel zeigte es sich^ dafs von diesen 
zwei Aufgaben die erste aUein als Hauptaufgabe 
sich geltend macht, dafs also die Lösimgen aller 
Aufgaben auf der einzigen Hauptaufgabe; 

A) 99 die Dnrchsebnitte einer Gera- 
den und eines Kreises zu finden^, 
beruhen, indem auch die vorstehende andere Auf- 
gabe (b) auf diese. zarüekgefiibrt werden nmfs nnd 
kann. Der Umstand aber, dafs die Dnrchscbmtte 
einer (icraileu und des gegebenen Hülfskreises un- ' 
mittelbar gegeben sind, bewirkt, dafs man zunäc^t 
die folgende!!) bänfig Torkommenden nnd ifareift 
Wesen naoh die meisten Elementaniufgaben um- 
fassenden Uülfsai^fgaben : 
G)„parallele Gerade zu zieben'^i 
d) »yder Grofse nach gegebene Gerade 
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{. 1, ' EinleiUnd« Ueberticht. ^ 3 

beliebig zu vervielfaclicn oder in be* 
liebigp viele gleiche Theile «u thei- 
len^i 

e) ,,zn cinafider recbtwiiiklige Gerade 

» 

stt ziehen'"; 

f) ^^dareh einen gegebenen Pnnkt eine 
Oerade sm sieben, die mit einer ge« 

gebenen Geraden einen Winkel cin- 
schliefst» weicher einem der Gröfse 
und Lage naeh gegebenan Winkel 
gleich Ist"; 

g) „einen gegebenen Winkel zu hüiften, 
eder beliebig eft zu Tervielfaehea^; 

h) j^an einen gegebenen Pnnkf, nach be« 
liebiger Richtnng, eine Gerade anzn" 
legen, welche einer der Gröfso und 
Lage nach gegebenen Geraden gleich 

' iet-, 

leicht I6een kann. Die Art und Weise, wie diese 
Aufgaben gelöst werden, weicht natürlicher\\ eise 
Ten der in der Geemetrie üblirlien ganz und gar 
ab, nad zmr deigdMal^ 'dafo hier emige von di»> 
sen Aufgaben daca dienen, die obigen «wei Haupi^ 
aufgaben (a), (b), oder vielmehr die einzige Haupt- 
aufgabe (A) unter allen Umständen zu lösen, ake 
auch die Bufefasehaitte eiaer Geraden and eines 
nur der Lage und GrSGBe nach gegebenen Kreises 
•(d«*h. nur der Mittelpunkt und der lladius sind 
gegeben, der Kreis selbst nicht gezeichnet) zu fin- 
den; statt dafs dort Jene mittelst dieser gelM 
werden. 

Ob es mir gelungim sei, den vorgesteckten 
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Zweck auf die einfachste Weise zu erreichen, ver- 
Diag ich nicht zu entscheiden, auoh bin ich nicht 
einmal übefzengt, ob selbst bei dem yon mir ein- 
geschlagenen Weg übnall db bequemsten Ken- 
ßtructionen angewendet worden sind oder nicht. 
Wenn indessen der Gegenstand einiges Interesse 
erregen BoHte^ so wird, bei dem Ufingen Betriebe 
der Geometrie in unserer Zeit, das^ Feblende bald 
von Andern ergänzt werden, und ich dürfte dann 
wohl auf einige Nachsicht rechnenf 

Sind die JliiMtfA^irom'sdienKonstructionen fär 
die Meehaniker und besonders nur Anfertigung 
astronomischer Instrunaente von grülscm A ortheü, 
wie er behauptet, so dürften dagegen die gegen- 
wärtigen för die Ingenienm nnd Feldmesser' von 
nieht geringerem Nutzen sein, worüber leb jedoeb 
von diesen letztem selbät das sachverständige Ur- 
theil erwarten will. 

Die Sätze und Eigenschaften der Figuren, auf 
welchen die Lösungen der vorgenannten Aufgaben 
(§. 1.) beruben, find unter an4m tbeils im ersten 
Tbeil der Systematisoben Entwiekelung 
der Abhängiff keit geometrischer Gestal- 
ten von einander" und theils in der Abhandlung 
^^Einige geometrisobe Betraobtungeji" 
(Journal für Matbematik, Bd. I. S. 161.) enlbal- 
ten, 8o dals also, mit Beziehung auf die^t Iben, die 
vorgelegten Auigaben auf einem Räume von wenig 
Seiten erledigt werden k&mten. Allein da das 
gegefiwlirtige Werkehen leicht in Vieler Hände 
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^. 2. lunleitanda UebemchU 5 

JumuDen kam, wekhe jeneSchnftenmoht besitzen, 
no- luelt idi «8 fiir zweckinftrsig, jene ^ätze und 

Eigenscluitten hier kurz zu wiederholen, wobei < 
ich mich bemühte, sie so elementar als möglich 
daizastellen. Diesemgemäfs besteht die gegenwär- 
tige Arbeit ans drei Kapiteln, die folgenden In- 
halts siiul : 

Krstes Kapitel. Ehüge Eigenschaften gerad- 
liniger Figuren, jn Rücksioht auf Transyersa* 
len, harmonisebe Strahlen und Punkte; Kon- 
structionen mittelst des Lineals alkin, unter 
.bestimmten Yoraussetznng^, d* h«, wenn ent- 
weder paiallde oder in gegebenem Veihält- 
nifs getheflte Gerade gegeben sind, so lassoi 
^ich andere der Grüiäe und Lage nach gege- 
beneGer»!. bdiebig vervielfachen «ndtheüen; - 
und andere Parallele ziehen (so wie aueh 
leclitc W inkol hälfteu und beliebige gegebene 
Winkel vervielfachen). 

Zweites Kapitel«. Vom Kreise. L Harmo- 
nische Eigenschaften des Kreises. II. Von 
den Aehnlichkcitspunkten (oder Projcctions- 
puukten) zweier und mehrerer Kreise. IH. Yon 
der Potenz bei Kreisen $ A. Ort dergleichen 
Potenzen; B. gemeraschaftUche Petrus, In 
Beziehung auf die Aehnhchkeitsp unkte. 

Drittes Kapitel. Lösung aller geometrischen 
Au%aben mittelst des Lmeals, wenn irgend 
ein fester Oiilfskreis gegeben ist 4. enthaltend 
die obigen acht Aufgaben (§. 1, a bis h)* 
Sehlufsbemerknng. 

Anfserdem werden m emem Anhaiige noch einige 



5 1. Kap. £i^enscii« geradlinigec Figuren. g. $, 

vesentlidie Attfgaben über Kegekolnitte m%e- 
MBty welohe als fsweobnifinge Bdwpiele der Aa- 

wendung der ^egenwürügen Methode üieneii aolleii. 



Erstes Kapitel. 

« 

Einige ElgenAchaflea geradliniger Figuren und darauf ge* 
gründete KonstntetioDen mittebt des Liaeali allein; 

L Harmoiiische Strahlen und Punkte» 
Traasversalen. 
f. 3- 

I. Es sei ABC (Fig. 1) em beliebiges Drei- 
eck ; aus der Spitze B gehe der Strahl 6 durch • 
die Mitte h und der Strahl d parallel der Onuid* 
Knie AC. Zieht mau durch die 3Iitte b der Grund- 
linie irgeud eine Cverade^ oder Transyersale ab» 
so wird diese von den zwei Seiten e und von 
den Strahlen byd m den vier Pnnkten 69 c> b 
80 geschnitten, dafs 

-46 : = : «b (weil Aa^6 co A«Äb), 
Ch : Bh » €» : cb (weil AcCi o» atBt)y , 
foIgUdi;, weil ^ e : 

ab : ab » cb : cb 

oder 

ab : (c a ab : cb ' 

d^Vi^heifstt die Strecke ab \vird so In drei Ahsohnitte 
getheilt^ dafs sich der erste ab zutii zweiten bc^ wie 
die Ganze ab zum dritten cb verhält. 

VermSge dieser Eigeasehoft werden die vier 

Punkte a^ bj c, b jjvicr harnionische Punkte" 
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3. Hacmoniscbo Element« und-TraAsveualen, 'j 

genannt 9 und zwar heifsen a und c> so wie b und 
fr ^yzngeordnel:« harmoniaelie^ Punkte*** 
Bben so werd^ die Tiei^ StraUea a^b^Cjd 9, vier 

hai ui Ollis che Strahlen" und ^o^volil a und 
als ^ und d ^^zugeordnete iiarmonisoiie 
Strahl em** genannt 

II* Wefdra die Strahlen c, d 9\s fest 
und uiibegrcHzt angenommen, so theilen sie nicht 
allein jede Transversale^ welche durch dcu Punkt 
I geht) hannonisah, sandm es wurd offenbar jede 
beliehtge Transversale yon ihnen In yier hannoni«' 
sehen Punkten geschnitten; denn in welchem Punkte 
eine solche Transvers^e auch dem Strahle ^ be- 
gegnen mag» to kann nuin unmer durch denselben 
eine Gerade sieh denken, die der A C paraUel ist^ 
und sodann den vorstehenden BeT^ei^ anwenden. 
Ist insbesondere die Transversale mit einem der 
yfygfi harmonijBcheii Strahlen Oy iy Cy d parallel, wie» 
zum Beispiel jiC mit d^ so liegt der Punkt in 
welchem sie den, dem Parallelstrahl d zugeordne- 
ten, harmonischen Strahl 6 schneidet, in der Mitte 
swijBcbea den swisi Punkten a und c, m welchen 
sie von den zwei Qbfigen Strählen a und e geschmt- 
tenwird 5 und umgekehrt : findet das Letztere statt, 
so ist die Transversale mit jenem Strahle parallel. 

Werden andererseits die vier haimonisehen 
Punkte a, c, ^ als ftst angenommen,- so folgt 
ähnlicherweise, dafs jede vier Strahlen ^, r, 
welche vou irgend dnem beliebigen Punkte B aus 
dnreh dieselben gehen, vier hamonisehe Strah- 
len sin4. 

III. £s ist leicht zu sehen, dafs, wenn drei 




^ 1. Kap* Eigensch. geradlinigejc f jgufen. {* 3. ^ 

Strahlen (die durch .ehien Punkt gehen) g^eb^ 
suid^ wovon zwei als zugeoidnet nngenommen wer- 
den, alsdann nur ein einziger bestimmter Strahl 
möglich ist, welcher zu dem dritten Strahle zuge- 
ordneter harmonisdier Strahl ist. • -Dann Bind z. B. 
die drei Strahlen a, 6*, d gegeben, und sollen etwa 
a luid c zugeordnet sein, so denke man sich ir- 
gend eine Gerade jiC parallel dem dritten Strahle 
€iy SO mufs der Tierte, dem zogeordnele StraU 
6 dnreh die Mitte i der Geraden gehra, und 
ist also genau bestimmt. Oder durch irgend einen 
Punkt des dritten Strahls ^ wie etwa durch den 
Punkt h des Sttrafals 6y wenn die drei Strahlen 

0 ak gegeben und a und » als sugeordnet an> 
genommen werden, denke man sich eine Gerade 
AC zwischen a und c so gezogen, dafs sie dur<^ 
jenen Punkt h gehälftet wird^ so wbd alsdann dow 
' jenige Strahl welcher der Geraden AC paral- 
lel ist, der einzig mögliche, dem b zugeordnete, 
vierte hamonisdie Strahl sein. - Aehnliches gilt 
von Tier harmonischen Punkten a, c, ^. 

IV. Wenn iubbesondere das Dreieck ABC 
gleicbschenklig ist^ nämlich BA = BC^ so wird 
der Sirald ^, da er durch die Mitte b der Grund- 
linie AC geht, auf dieser, so wie auf dem Strahle 
Äf, ßenk recht stehen und mit den Strahlen a und c 
gleiche Winkel einschliefsen, so dafs Winkel (a6) 
x[ a (^c) $ und daher mufs auch d mit a und e glei> 
\ che Winkel (ad) {de\ bilden. Das heifsts 
' „Wenn von vier hamiouis chen Strah- 

len tf, dj dy einer, etwa ^, mit zwei eich 
sü^eordneten a und e gleiche Winkel bil* 

♦ 
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%t 4. Harmoatsch« Elemente und Tramveftalen. 9 

det) 60 findet dasselbe auch bei seinem 
zugeordneteK Stvahle d statte «nd beide 
Strahlen, ^ und stehen zu einander 

iM?cht\viiikli£j; und umgekehrt; wenn bei ' 
vier harmonischen Strahlen zwei zuge-^ 
erdneie 6 und d zu einander reehtwinklig 
sind, B«' hftlften sie die von den zwei 

übrigen Strahlen Uy c eingeschlossenen 
WinkeL" • ; 

Irgend vier Gerade ayC)a^^c^ (Fig. 2.) in einer 
£bene^ die einander^ im Allgemeinen, paarweise in 
sechs Ponktflit jij Cy F^ Gj I sohneideD^ 
heifsen ,,Tellständiges Tierseitf*. Ein sek 
ches Yierseit hat, wie mau sieht^ drei Diagonalen 
ACy GFj HI^ die sich in den drei Punkten i?, 
Dy E schneiden. £s Wst sieh leicht zeigen^ dafs 
diese drei Diagonalen einander haimonip«^ schni^ 
den, nämiicli ^vie folgt. 

* vDenkt man sich zu den drei Strahlen a, e, d 
den vierten 9 d^n d sngeoidnelen,^ haimeidsohen 
Strahl ^, und eben so zu den drei Strahlen a^^c^^d^^ 
den vierten, dem zu e:e ordneten, harmonischen 
Strahl so mufs jeder der zwei Strahlen by die 
Diagonale^ in demjongen Punkte M schnei- 
den, weldier zu den gegebenen drei Punkten 
C, D der yicrte, dem D zugeordnete, harmonische 
Pmikt ist (§. 3.); eben so müssen beide Strahlen 
bj b^ die Diagonale HIE in demjenigen Punkte B 
' schneiden, i^dcher zu den drei INm^ten Ij E 
der vierte, dem E zugeordnete, ham^onische Punkt 



* IQ i. Kapit. Eigeiuch. geradlmigex Figuren« $.5« 

ist; da aber b und nur einen einzigen Pimkt 
M gemein haben kljniDum, soniiire folglich deiielbe 
nigh»eh der Dnrehaciuiittspunkt der Diagonalen 
AC^ HI sein, woraus denn hervorgeht, dais diese 
Diagonalen haimonisch geschnitten werden. Aeliu- 
Ikhenreise kann gezeigt Verden, dafs die dritte 
Diagonale GP von den zwei andern in den Punk<* . 
jP^ harmonisch getheilt wird. Also: 

„Bei jedem vollständigen Yiereejt * 
wird jede der drei Diagonalen von den 
zwei übrigen harmonisch geöchni tlcn, 
, d. h.9 die Punkte, in welchen eine der drei 
Diagonalen toh den zwei übrigen ge« 
Bchnitten wird, sind zn den Bckpunkteu^ 
welche sie verbindet, zugeordnete har-' 
monische Punkte, zum Beispiel^, ^, C,^ 
sind harmonisch und D sind zngeord- 
nete hi^rmonisohe Punkte«** 

N. 

f. 5. 

Von den sahlniiefaM Folgerungen und Anwen« 

duiigen, die sich aus dem letzten Satze zie- 
hen lassen, soUen hier nur einige und zwar zu- 
nächst folgende herausgehoben weideD. 
V L „Zu irgend drei gegebenen Punk- 
ten in einer Geraden einen vierten har- 
monischen Punkt mittelst des Lineals 
allein zu finden.'' 

fr a) Smd etwa die dreiPunkte />, (Fig. 2.) 

gegeben und es soll der dem zugeordnete vierte 
harmonische Pimkt ge^nden werden, so ziehe 
' man nmli einem beliebten Punkt A die Geiadea 
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$, 5. Hatmonitciie Elemente u. Tramvecialeo« 1 1 

A€f^ ADy ^AFy nehme b AD einen beliebigen 
Punkt C, imd mite die Cteadea &CIy FCB^ 
vodoroh man die zwei Durchschnitte /und B ei^ 
hält, und ziehe endlich die Gerade i?/, so wird 
diese den verlangten Ponkt E aiB^eben, Oders 

b) Sind M gegeben imd ea seil der deni 
JE zugeordnete vierte harmonische Punkt D ge- 
funden werden, so ziehe man nach emem willkür- 
Uehen Punkt: A die Geraden FA^ GA, schneide 
sie durch eine beliebige, durch JB gehende^ Gerade 
* JEIffy in den Punktcu Ij ZT, ziehe sofort die Ge- ' 
raden GIj FH^ die sich ia C kreuzen^ und ziehe 
endlich die Gerade AC^ so wird diese durch den 
gesuchten Punkt D gehen. 

II. 55ZU irgend drei gegebenen Strah. 
len, die durch einen Punkt gehen, e inen 
vierten harmeniscben Strahl mittelst ' 
des. Lineals zu finden.** 

Sind etwa die drei Strahlen d (Fig. 2.) 

gegeben und soll tler dem d zugeordnete vierte 
liannonische Strahl gefunden werden so ziehe 
Bum durch einen belMbigen Punkt* des Strahls 
irgend zwei Crerade GA^ GI^ welche die Strah- 
len c \n Ay /, Cj II Schneiden, ziehe sodanu 
, die Gei^eu AC^ Hly die sieh in E kreuzen^ ae 
wird FB der gesuchte Strahl seb. \ 

Auf dieselbe Weise wird, wenn die Strahlen 
^9 ^ gegeben sind, der dem 6 zugeordnete 
vierte haanenisdie Strahl d gefuBdeu. 

III. „Wenn^>iu rechter Winkel und 
• ein anderer b ©liebiger Winkel einerlei 

Scheitelpunkt und einen gemeiuschaftli- 
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12, K^it« £i§eiisc2i. .geradliniger FiguxeD. ^. 5. 

chen Schenkel haben, so soli der letzte 
Winkel mittelst des Lineals TerdoppeU 
werden.^ 

Angenommen, es sei (dd) (Fig. 1.) der rechte 
und {de) der aardere Winkel, so snißhe man 'zu den * 
drei Strahlen d einen vierten, dem c zuge- 
ordneten, harmonischen Strahl a (II.), so wird 
alsdann, zufolge (§* 3, IV Winkel {aS) ^ 
und mithin Winkel (ae) der veilangte doppelte 
Winkel sein. ' 

IT. „Wenn Von drei Strahlen, die 

durch einen Punkt gehen, der eine mit 
den zwei andern gleiche Winkel bildet, 
80 soll mittelst des JLineals ein vierter 

* * 

Strahl gefunden werden,' welcher ' ehen^ 

falls mit den zwei letztern gleiche Win- 
kel einschliefst, und mithin zu jeuem er- 
sten rechtvinklig ist."* 

l!lie Lösung dieser Aufgabe gründet sich 
«ben£ftUB auf (IL) ui|d (§.3, IY.), ,wie die.yonge. ' 

\. „Werden irprciid zwei Gerade «, c 
(Fig«2.) von beliebigen Geraden <7i,^,, c^, ...... 

die durch irgend einen Punkt G gehen, 
geschnitten, .und man verbindet diellurcli- 
schnittspun kte von je zwei der letzteren 
kreuzweise durch ein Paar Gerade, wie 
etwa AC und iST/, Aid und MMy'B o liegen alle 
Punkte, wie JST, in welchen sich diese 
Geradenpaare kreuzen, in einer bestimm- 
ten Geraden ^, welche durch den Durch- 
schnittspnnkt der s^ei erstgenannten 
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§• 5« Hacmoniscko Eiemente u. TtAmyewdisn, |3 

Geraden j^^gelit, and welehe za dioaeii 
und SU der Geraden oder d die Tierte, 

der letztem zugeardnete^ harmoulsche 
Gerade ist." 

Die Riclitigkeit diese« SotaM folgl^ .wie mao 
leieht sehen wird, ans (II.) oder 4.)« 

VI, 5,Durch einen gegebenen Punkt 
mittelst des Lineais eine Gerade zu^zie* 
hen, welelie mit zwei gegebenen Geraden 
nach einem und demselben Punkte ge- 
richtet iet^ wenn uum^ich dieser Punkt, 
wegen Hindernisse, unzugänglich ist." 

Es sei etwa B (Fig. 2.) der gegebene Punkt 
und AM, HL die gegebenen Geraden, welche 
aber nicht bis zu dem Punkte iP, nach welchem 
sie gerichtet sind, sollen Terjiängert werden ken- 
nen* Mdli ziefie die Geraden ABy HB^ welche 
die gegebenen Geraden in / schneiden, imd> 
ziehe ferner die Geraden AH^ IC, die sich in O 
' kreuzen; dorch diesen. Punkt & lege man eine 
beliebige Gerade GM (die nicht durch B zu gehen 
braucht), welche die gegebenen in M, L schneidet, 
und ziehe sofort.^, HM^ die sich in K krenzoi: 
so wird die Gerade KB der Aufgabe genfigen* 
Das Yerfahren bleibt sich gleich, der Punkt B 
mag zu den gegebenen Geraden AM^ HL ema 
Lage haben, welche man will, wie z. B« die Lage 
v(Hi 0\ eben so können diese Geraden gegen 
einander eine Lage haben, welche man will, z. B. 
parallel sein. 

Die BidUigkeit dieser Auflösung beniht, wie 
man bemerken wird, auf dem vorhergehenden 



I 

14 I. Kapit. Konilcuct. mittflüt d. Lineali. $. 6. 



Satze (yX (T^rgl- Abhäog. geom. Gestal« 
ten. m L & 77.) 

■ I 

n. Konstructionen mittelst des Lineals unter 
gewjceeii Voraussetziuigeii* 



A. Wenn Parallele, oder rational ge- ' 
theilte Strecken gegeben sind. . 

§. 6. • 

In Ansehung der obigen Aufgabe (§. 5, I.; 
findet ein ^richtiger besondere Fall statt, der nä- 
her betraebtet werden mofs« ' 

Tritt nSmUdi der besondere Fall eip, dafe 
bei den drei gegebenen Punkten G^^ F der 
" ' Punkt D gerade in der Mitte zwischen den Punk- 
ten Q und F liegt, so wird der Tierte, ihm zug^ 
ordnete, harmonisdie Punkt M sieh in*8 Un^idli- 
cbe entfernen, d. h., so mufs die Cerade Hij . 
durch welche er gefunden wird, mit der gegeb^ 
nen Geraden ODF parallel sein. Und umgekehrt: 
Schneidet mm zwei Setten AO^ AF mm heli^ 
bigen Dreiecks GAF durch irgend eine, der - 
Grundlinie GF parallele. Gerade Hl (Fig. 3.), 
mbindet die Durchsdmittspnnkte J mit den 
gegenüber - iiegeuden Bcken an d«r Onmdfiaie 
I durch Gerade FH^ Gly welche sich im Punkte 
C kreuzen, und zieht durch diesen und durch die 
Spitze A des DreiedLS die Gerade ACDy so 
geht diese aUenuil durdi die Mitte jD der Gnind« 
linie. ^' ^ 
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Hierauf griiadeii sich die Antegnngep folgeiv- 
der Aii%abeD* 

f. „Wenn in einer Geraden drei 
Punkte Oy Dy,F (Fig. 3.) gegeben sind^ 
•-voTon der eine« 2K in der Mitte zwischen 
den zwei übrigen liegt^ so soll (mittelst 
des Lineals allein) durch irgend einen 
beliebigen Pun^t H mit jener Geraden 
eine Parallele gezogen werden*** 

Man ziehe die Geraden GH-^ FHy nehme in 
GH einen willkürlichen Punkt und ni^b»ADy 
AF\ dureb den Durchschnitt der /!ff'und ADy 
ziehe man aus G die Gerade GCly welche die 
AF in / schneidet^ so ist endlich HJ die gefor- 
derte Parallele* 

II. „Wenn iri^^end zwei parallele Ge- 
rade GFy III (l:*'ig* 3.) gegeben sind, so 
seil Irgend eine gegebene Strecke in der 
einen oder andern^ etwa die Strecke OF^ 

gehälftet werden." 

Man ziehe ans diem wiUktiriielien Punkte A 

nach den Endpunkten G^ F^ geficebenen Strecke 
Gerade AG^ AF, welche die andere Parallele in 
I schneiden (im Falle der Punkt A zwischen 
den Parallelen lftge> wie oder Jenseits GFy 
müfste man die Geraden ^6?, verlftnj^^em, bis 
sie HI schnitten) $ diese Durchschnitlapunkte ver- 
hinde man mit jenen Endpunkten dureh Gerade 
HFy IG) die sich k irgend emi^ Punkte C 
schneiden; durch diesen und durch jenen angcnom« 
meiiea Punkt A lege man endlieh die Gerade 
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ACD^ Bo wird diese durch die Mitte D der ge- 
gebenen Strecke GF geben. 

IIL ^yWenii irgend swei parallele 
Gerade gegeben sind, bo soll durch ir- 
gend einen gegebenen Punkt eine dritte 
Parallele gezogen werden." 

Man htifte, nadi (II.)? irgend eine beliebige 
Strecke in einer der zwei gegebenen Geraden, so 
ist alsdann die Au%abe auf (I.) zurückgeführt. 

IV« ^Wenn swei parallele Gerade und 
in der einen irgend eine begrenzte Streolce 
gegeben sind, so soll man: 

a) in der nämlichen Geraden eine an- 
dere Strecke^ welche ein beliebiges \ 
Vielfache, etwa das ^fache, von je- 
ner Strecke ist, von irgend einem 

* 

' gegebenen Punkte an^ abstecken; 
oder 

b) tlie gegebene Strecke in irgend eine 
gegebene Anzahl gleicher Theile 
theilen, oder in zwei ^Theile theilen 
die sieh zu einander yerhalten, wie 
zwei gegebene Zahlen; oder endlich 

e) eine andere Strecke finden (in der 
nftmliclien Oeraden), die zu der ge- 
gebenen ein gegebenes rationales 
Verhältnifs hat." ^ 
Es seie» BF^ ^ (Fig. 4.) die gegebenen Pa» 
rallelen, *ttnd etwa die gegebene Süreeke. 
Man ziehe durch einen beliebigen Punkt A eine 
dritte Parallele AG (HlOj und nach den End- 
punkten der Strecke die Geraden ABy ACj wel- 
che 
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§. 6, Wenn Parallele od. geth. Strecken §egeb. sind. | J 

ehe die zweite Parallele in 6^ e soImeideD} aofort 
aaebe man die Geiade CSy die der dritten Paralle- 
len in G begegnet, und ziehe GaDy so wird, ivie 
ieiülit zu sehen^ DC=tBCy und folglich BD dop- 
pelt so gfors als die gegebene Streoke RQ sein*- 
Zieht man nun weiter die Gerade AD und so^ 
dann GdE; dann ferner AE und darauf Get\ 
u. ^. AT., so \verden offenbar die Strecken BC^ 

CD^ DE^ MF^ gleieh grofs sein, so dafs 

man auf diese Wdse jedes beliebige Yietfaebe 
der Strecke BC erhält, wie zum Beispiel BF ihr 
Yierfieiches ist. 

(0) Soll nun ein*solehes Yielfadie von iigend 
einem gegebenen Punkte Ä an abgeschnitten wer- 
den, so %iehe mau die Gerade Xb (oder Jkf)y 
yerlängere sle^ wenn es nöthig ist^ bis sie die 
AO in Y sebneidet, und nebe YfZ^ so würd 
X.Z die verlangte /^fachc (hier vierfache) Strecke 
sein; ^ 

(^) Soll die gegebene Strecke BC ini» gldche 
Theile getheilt werden, so ziehe man, wenn bf das 
n fache von bc ist, die Geraden Cb^ Bf^ die sich 

in' / kreuzen^ und ziehe sofort cly^ dJdj eliy ^ 

so werden die Stredcen Cr^ r^^^f^ einander 

gleich, und zwar jede der nie Theil von der ge- 
gebenen Strecke BC sein. 

Soll die gegebene Stredce BC in swei Ab- 
schnitte getheilt werden, die sich rerhalten wie 
zwei gegeliciie Zahlen /y, ^, so mufs ^da8(/H-^) 
fache von bc sein, und alsdann zählt man von b 
an p Strecken be, edy ab^ sieht vom Bnd- 
punkte der lefxten^ k. Bi . Ton die Gerade ^IS^ 

B 



1 
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80 werden rieb die Absoimitte Cd. Bd verhalteu 

, {c) Soll endlich eine Strecke gefunden vefw 
deDy die sich sa' der gegebenen Terhfiit^ irie ^ : 
60 ziehe man, wenn etwa fdy db sich ebenfalls wie 
^ \ p verhalten^ die Geraden Bby Cdy und aus 
dem Punkt, in welchem diese dch kreuzen^ »ehe 
man eme Gerade durch so wkd diese der Ge- 
raden JBC m irgend einem Punkte, der ff^ heifsen 
mag, begegnen, und es ist sodann CPF' die ver- 
langte Strecke) d. h^^ es wird sich BC: CfF^piq 
verhalten. 

Anm erkun g. Soll von der gegebenen Strecke 
BC blofs ein bestlinuiter einfacher Theil abge- 

. schnitten werden, d« h.^ em Stück abgeschnitten 
werden, welches sich zur ganzen verhält, wie l:if, 
wo n eine ganze Zahl ist, so kami man auch wie 
folgt Tcrfabren: 

Aus einem willkürlichen Punkte. A (Fig. 5.) 
ziehe man nach den Endpunkten der Strecke die 
Goraden AB^ ACy welche mit der andern Paral- 
lelen die Durchschnitte ^, c bilden; sodann ziehe, 
man die Geraden Bi^^ Cb^ die sich in schneiden^ 
und ziehe weiter AdD^ so ist CD die Hftlfte der 
gegebenen Strecke BC. 

. Wird nun femer die Gerade cjD^ die der CS 
in ^ b^egnet» und sofort AeJE gezogen, so ist 

< CE ^\BC. Denn vermöge des voUstSndigen Yier^ 
seits Aced (dessen drei Diagonalen Ae^ cdy CZ> 
sind) sind die vier Punkte J}^ C hacmo» 
nisch (§. 4.^ so dafs man hat 

CExEDm^DBxCB \ 
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woEans folgte ^ DB ^ CD iC^^ dafe 

Auf äbnliche Weise folgt, dafs, wenn man 
weher zieht, die die Cb m y* schneidet, und 
wi^BMOk A/Fy dafo 6ma CF^iCB sei; niid daTs 
durch dasselbe Yerfahren matt m CO^^CB ge» 
laugt, u. s. w. f. , 

Dieses sinnreiche Yeifahren scheint von ei-^ 
nem firam^isdieB Artiüerie » Capitain, Br$aH' 
c/ion^ zuerst angewendet worden zu sein (AppU'- 
ccUioih de la Thiorie de» TrtmiversaieSy Paris 
1818) p*. 37.). Denelbe behandelt auch mehrere 
der Toihergeheiidte Aufgaben, tmd zeigt beson- 
ders^ ^velt;llo vortheiliiafte Anwendungen auf dem 
Felde^ im Kriege u. s. w. sich von solchen Auf- 
gaben machen lassen^ weshalb ich Militairs und 
Feldmesser auf seine 'Arbmt Terweise* 

f. 7. 

9,Wefln in einer Geraden zwei neben 
einander liegende Strecken BD, DC ^ig. 

^6.) g^egeljeu sind, die irgend ein g (3g ebe- 
nes rationales Verhältnifs zu einander 
baben, so soll man (mittelst des Lineals allein) 
durch irgend einen beliebigen Punkt mit 
der gegebenen Gera.den eine Parallele 
ziehen.'' ' 
Da diese Aufgabe wohl mdir theoretisches 
Interesse als praktischen Nutzen haben mag, so 
will ich hier die Möglichkeit ihrer Losung nur 
kurz andeuten^ und das Auffinden der leichtesten 
und bequemsten AuflSsuug Andern überlassen. 

B 2 
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Die Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, so- 
bald man in der gegebenen Geraden irgend drei 
Punkte gefunden hat^ woYon der eine gleich weit 
van deli zwei übrigen entfernt ist (§. 6, I.). 

Das gegebene rationale Verhältnifs der ge- 
gebenen Strecken £Dj DC Waii sieh immer, in 
welcher Form es aach gegeben sein mag) dorch 
zwei ganze Zahlen o, b ausdrucken, welche unt^r 
sich Priiiizahien sind. Angenommen es sei a>'b^ 
Man konstrnire zu den drei gegebenen Punkten 
By Di C den viertan, dem D zngeoidneteny har« 
moniäcLen Punkt £ ((. 5, I.), so hat man: 

BD : CD BE : CE 
eder, wenn man statt der Liaien di^* .ihnen «M:- 
spredienden Zahlen seist, mid CE dueh die Zahl 
X ausdruckt: 

a ib =s (aHrb-^jp) : ^ 

and folgttoh 

jr » T- ^ 

Wird BC e= a+b =» y gesetzt, so hat man 

oder 

1. X i y s^b i (a-b)^ 
das heifst: »Ans den gegebenen Strecken. 
BD, CD, die sich yerhalten wie die Zah- 
len «, ^5 lassen sich zwei neue Strecken 
BC^ CE oder finden, die sich verhal- 

ten, wie die Differenz der gegebenen 
Zahlen a-^b zn der kleineren Zahl b.^ Da- 
her wird n^, ^ durch wiederholte Anwcnd.ung die- 
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I 

fies Verfahrens;^ eudlich zu zwei Strecken gelan- 
gen, die einaader gleich sind, d. h«, man iriid drei 
Punkte haben, wovon der dne in. der Mitte zwi- 
schen den zwei übrigen liegt, und wodurch sodaiiu 
die vorgelegte Aufgabe auf die obige (§. 6, I.) 
zurückgebracht ist . Denn ist z. die Differenz 
a— ^ gröfser^als hy so wird man durch eine neue . 
Koiistruction zwei Sticckcn erhalten, die sich ver- 
halten wie b : (a— 2^)^ und so kann man fort- 
fahren^ bis man zu zwei Strecken gelangt, die 
sich TCühalten wie h : (a-*>if^), wo der Rest m^nb 
. kleiner als und etwa = c ist. Sodann llndet 
man weiter zwei Strecken, die sich verhalteu wie 
e : u, 8. w. f., was aothwendigerweise zu- 
letzt, da a, ^, ganze Zahlen sind, die der 
Reihe nach immer kleiner werden, zu zwei Strecken 
führen mufs, die sich verhalten wie 1:1. 

Wird Dß gesetzt, so hat man» 

wenn statt jr der obige Werth gesetzt wirdi 

a IX = a i ff -h.-^ — T- 
oder . * 

das heifst: durch die uuui liehe Konstruction ge- 
langt man zu zwei Strecken BD^ DE^ welche sich 
Terhalten, wie die Differ^iz der gegebenen Zahlen 
zu der doppelten kleineren Zahl 2^, wodurch 
man, in gewissen Fällen, sich etwas schceller dem 
verlangten Verhältnifs 1:1 nähern lunn* 
Ist nun Beispiel 

a) aBB2, und ^ = 1, 
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80 ist ;r:=::3 und mithin C in der Mitte smsdieii 
B und M-, und wenn 

^a»8y und 6^1^ 
80 ist 4?ib2 und mithm D in der Mitte zwisehen 

B und Jeder dieser zwei Fälle erfordert also 
nur eine einzige fiülüskonstruction« 

B» Wenn zwei Paar Parallele^ oder zwei 
rational getheilte Strecken, oder Fsr 
raUele und/rational getheilte Strecken 
sngleioh gegeben sind. 

f 8. 

I. ^Wenn in einer Ebene irgend zwei 
Paar parallele Gerade^ also irgend eia 
Parallelogramm gegebeii ist, so soll man 

(mittelst des Lineals allein) 

|i}.nach allen Richtungen parallele 
: Gerade ziehen) d. h.^ mit irgend ei« 
' ner gegebenen Geradefk durch ir- 
gend einen gegebenen Punkt eine 
Parallele ziehen, und 
6) jede beliebige gegebene Streeke 
. nach irgend einem gegebenen Yer- 
hältnifs vervielfachen oder theilen.** 
Es seim AB und DC^ AD waA B€ (Fig. 7.) 
die gegebenen Parallden und mitbin ABCD das 
gegebene Parallelogramni, dessen Diagonalen AC^ 
BD sich in E sehneiden* Durch den Punkt E 
lege man mit einem der siwei Paar Paiallelen^ et- 
iva mit ADy BC^ eme dritte Pamflde BFy so be- 
findet sich diese offenbar in der Mitte zwischen 
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jenen zweien, d. h., sie Ist tob beiden gleich wwt 
entfernt^ so dals als^ diese drei Parallelen jede 
andere Gerade (die nickt mit ihnen parallel ist) in 
dm Bcldien Punkten BehneSd««} vcven der eine 
iü der Mitte zwischen den zwei ährigen liegt* 

Ist nun eine Gerade, etwa GKy gegeben, so 
tvird dieselbe Ton den drei Parallelen in den dn» 

Punkten F, II geschnitten, wovon der eine, 
Fy in der Mitte zwischen den zwei übrigen, Gr und 

liegt, und vodordi also der. Forderung (a): 
„iureh jeden wOlkllrlidien Punkt mit der Geraden 
BK eine Parallele zu sdckeu', zufolge (f. 6, !•)> 
genügt werden kann« 

Oder, anstatt die dritte PaiaDele EF wi na- 
hen, kann man auch wie folgt verfakreu. Durch 
^ Punkte /, Ky in welchen die gegebene Gerade 
GK die Parallelen AB^ DC sehneidet, sehe num 
die Geraden lE^ KE, weldhe diesen PavaAekn 
hl M begegnen^ so wird die Gerade LM of- 
fenbar der JK parallel sein, und sodann kann 
dureh jeden beliebigen Punkt, zufeige 6, IlL), 
mit JK eine Parallele gezogen werden» 

Die «weite Forderung (fi) wird durch Hülfe 
der ersten u|id naeli Anleitung Ten (§• ^ IL) er* 
ledigt« 

IL „Wennin einer Ebene entweder: 
u) drei Parallele, welehe irgend eine 

« vierte Gerade in gegebenem ratio- 
^ nalen Yerkältnifs sohneidens oder 
hy in Bwei Parallelen irgend swei 

öti-eoken, welche ein gegobcaes ra- 
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tionalcB Verhältulfi %u eiaander 
haben; oder 
<^) irgend zwei Parallele und irgend 
eine in gegebenem rationalen Ver^ 

hältiürs getbeilte Strecke^ oder 
entlieh 

sfvei. beliebige, ^taht parallele 
Strecken,' wovon jede in irgend ei- 
nem gegebenen r utionalen Yerbült- 
nifs jifetbeilt ist^^ 
gegeben eind, so soll man: 

(f) nach jeder beliebigen Richtung Pa- 
rallele ziehen, und 

ß) j^^e beliebige gegefiene Strecke 
nach jedem beliebigelk rationaleii 
Verhültnifs theilen oder verviel- 
fachen.'" 

Fall a« Sehneiden etwa die drei Parallelen 

ABj CD^ EP (Fig. 8.) eine vierte Gerade AB so, 
dals sich ihre Abschnitte AC, C£i verhalten wie 
/? ; WO ^ relative PrimzaUen sind, so ver- 
yieUaehe man in der einen ParalIel«D, etwa in 
ABy eine willkürliche Strecke, ujid ncbnie AG 
(gleich dem /»iachon und GB gleich dem ^fachen 
dieser Strecke (§. 6> IV, a.)> ziehe sofort die 
Geraden 6C, BB^ so werden diese parallel sein 
(weil AC ; CB ^ AG : GB ^ p i r/), imd da^ 
durch isf; also di^ vorgelegte Aufgabe auf die vo^ 
rige (I) iffirttokgefilfart 

Um ein anderes Paar Parallele zu erhalten, 
könnte man auch, zufolge (§. 7.)) mit der in ra^ 
tionalem Yer)ifi]tni|jB . g^theilten Geraden AB ur- 
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f^enä eine Pardllele ziehen, was aber weitläufdger 
sein würde, als das erste Verfahren. 

Fall S. Es sma AB, CD^ (Fig. 8.) die ge- 
gebenea PafalMen und etwa AB^ CH die gege^ 
benen Strecken, welche sich verhalten wie zwei 
gegebene Zahlen g. Man ziehe durch die End^ 
piiakte der Streokea die Gmden AC, BH, die 
sich in irgend einem Punkte E sehneiden (man 
konnte eben so die Geraden AHy BC ziehen), so 
^wird man^ TCtnidge der ähulidiea Dreio^e AEBy 

AE : CE.^ AB i CH ^ p i 
mitbin ist auch das Yerhäitnirs der Strecken 
A€ : CM gegebea, nämlich ,aa(j9-^) : eo dafB 
also dadmrdi der gegenwärtige Fall auf den Tori- 
gen (a) gebracht ist. (Es ist dabei nicht nöthig 
.die dritte Parallele El^ zu ziehen^ waa leicht zu 
adieii ist.) ' t 

Fall c. Sind etwa B (Fig. 9.) die gege- 
benen Parallelen und CE die gegebene Strecke,- 
wdehe in J> bc getheilt ist, dafs die Abschnitte 
CD, DE Mk yerbalteii wie zwei gegebene Zah- 
len py q. Man ziehe durch die Punkte Z>, E 
drei Gerade, weiche den Geraden ,Ay ß p$uraliel 
sind (f. 6^ III.)) 89 hat man alsdann den essten 
Fall (ä). 

Oder, man ziehe durch irgend einen beliebi- 
gen Pankt eme ParaUele mit C£ (§. 70» bat 
man die Au%abe auf die obige (1.) gebradit« 

Fall Sind etwa AC\ DF (Fig. 10.) die 
gegebenen Strecken, welche durch dip Punkte B, 
E in gegebenon VerhAltaifs getiieilt sindg^ so daTs 



AB i BC^px ^^nnd 2>jS^ : jKF» r : #9 tro ji» 

^9 ^9 ' gep:cbeiie Zahlen sind^ so ziehe man durch 
iigend einen Punkt eine PaiaUeie mk und 
dflxch (demielbeii oder) irgend emen andern Punkt 
eine Parallele mit DF ($. 7.): so hat mah die 
Autgabe auf die obige (I.) zurückgeführt. Oder 
HMD siehe durch zwei Punkte der einen GevadeD» 
etwa durch Fy Ey mit der andern Geraden AC 
Parallele (§. so hat man liiü Au%abc auf den 
/ Fall (a) gebracht^ und die Konstraotion wd^ in 
den meisten FfiUen^ im GattMa etwas küner sein 
als die vorige. 

m • » 

I 

G. Wenn ein Quadrat gej^eben iat. 

4. 9. 

Aufser den Aufgaben, 'welche rorhin dur«^ 
Hülfe eines beliebige Parallelograjnms sidi lösen 
liefst (4. 8, 1.), können in dem besondem Falle^ 

wo das Parallelogramm ein Quadrat ist, unter an- 
dern noch folgende Aufgaben gelöst werden. 

r ^ ,yWenn in einer Ebene irgend ein Qua- 
drat gegeben isf, so soll man: 

a) auf irgend eine gegebene Gerade, 
aus irgend einem gegebenen Punkt^ 
einen Perpendikel fällen; 

b") irgend einen gegebenen rechten 
"Winkel hälftcn; 

c) irgend einen gegebenen Winkel be- 
liebig oft TerTielfachen." 

Es sei ABCD (Fig. 11.) dos gegebene Qnar 
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drat^ lind E der Durchschnittspunkt s^iiier Diago- 
aaleu AC^ BDy also sein Mittelpunkt. 

Zieht inan dvrch im Mittdl^iliüd; eine belie^ 
bige Gerade GFy ßo ist es leicht^ diejenige Gerade 
/K za finden, welche im Mittelpunkt E auf ih|r 
senkrecht steht» Ntelich man zieht ans die 6e- 
lade FB parallel der Seite BC oder AD (f. 6, 
III.), und sodann ans dem Punkt Hj in welchem 
sie die Seite AB trifi't, die Gerade MI parallel 
ier Hiagenale AEC (#• -6, L), so iAA die Gerade 
lEK zu FEG ^enkreeht sein. Denn zufolge dia- 
ser Konstruction ist^ wie leicht zu sehen, FC 
^MBwmBI^ und femer ist BE » C£niid Winkel 
EBI^EDFj folf^eh die Dreieeke mivsA JBCF 
einander gleich , daher Winkel BEI = CEF und ■ ' 
fo^lidii Winkel BEC = lEF = einem Rechten. 

Da ans der Gleichheit Ast Dreiecke JBEI und 
CEF ferner *foIgt, dafs EI « EF^ mithiil das 
Dreieck lEF ein gleichschenkliges , so dafs also 
die Gerade Eli^ velohe dessen Winkel an der 
Spitee E häUtet, Aof der Grundlinie IF senkre<&t 
steht: so läist sieh dieser Winkel leicht hälften« 
Denn zu diesem Endzweck ziehe man EN j^mAr 

• lel IF und GJS,^ und ziehe^ naeh der eben ge- 
' aingten Weise 9 MEL reditwinklig auf EN^ so 

' wild EL den rechten Winkel lEF hälften. 

Wird nun verlangt, es soll auf eine beliebige 
gegebene Gerade gf^ ans. irgend einem gegeboieii 
Punkte iy em Petpendikel gefället werden (a) , so 
ueht man durch den Mittelpunkt E die Gerade FG 
parallel enichtet KEI rechbnnkUg auf FEG 
und lieht dntdi den gegebeneaPuakti dieGerade 
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ie parallel IEK{%. 6. l.); so Lat man offenbar die 
Forderung erfüllt. Es igt klar, dafs das Yerfaliren 
sieh gleich hMht, wenn aus dem Punkte in der ^ 
gegebenen Gerade ainf diese ein Peipendikel 
errichtet werden soU. 

Wird femer Terlangt, man soll irgend einen 
gegebenen fechten Winkel hälllen so ziehl 
man EF iHUPaDel ^nnd EI parallel e$y hfilftet so- ' 
fort den W inkel FE/ mittelst der Geraden E£f 
«iid zieht ciulUch durch den Punkt mit EL pa- 
* raUel^ die Creiade el^ so vird diese offenbar der 
Foiderong genügen. 

Der Fall (0) endlich UUst sich mittelst des 
Falles (a) und einer früheren Au%abe (§• 5^ III.) 
Meht erledigen; Denn eniditet man aus den 
Scheitel des gegebenen Winkels auf einen seiner ^ 
Schenkel^ welche b heifsen mögen^ etwa auf 
einen Perpendikel (wie so eben gezeigt worden (a))^ 
80 kann sofort - dieser Wonkel^ nadt Anweisung von 
(§. 5, verdoppelt werden, d. h., man Lat 

zwei Winkel {fUi)^ {öc)^ die einander gleich sind 
und den Schenkel 6 • gemein haben^ so dafs der 
Winkel (ac) das Zweiinche des gegebenen Win« 
kels (ab) ist. Errichtet man nun weit( r ;inf die- 
selbe Weise auf den Schenkel c einen Perpendikel , 
und verdoppelt die an diesem Schenkel liegenden 
beideii Winkel {cö)^ (ca)^ 90 eihSlt man zwei neue 
Schenkel und es ist [ad) das Dreifache und 
{ae) das Vierfache des gegebenen Winkels (o^)« 
Auf gleiche Weise gdangt man nun mittelst ^es 
PerpendUkels auf den lefieten Schenkel e zum S*-, 
6-^ 7* und 8 fachen de& gegebenen Winkels^ und so* 
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dann dnrch einen neuen Perpendikel zum 9- bis. 
IdfiMshen u. s. w* f«> näiniiob durch den »ten Per- 
peaidikel gelangt man mm (2''+l)* bw 



Zweites Kapitel« 

Ueber einige Eigenschaflten des Kreise«. 



\ L Von karinonischen Eigenschaften. *) 

f 10. 

I. Sind a, b (Fig 12.) irgend vier har- 

monische Punkte, so sind jede vier Strahlen bj 
dy welche yim ugend einem Punkte B ims dureh 
dieselben gehen, ebenfalls harmonisch (§. 3.). Wer- 
den die vier Punkte als fest angenommen und sol- 
len Ton den Strahlen zwei zugeordnete^ etwa a und 
9 9 zu einander rechtwmfcHg seiU) mithin die Ton 
den zwei übrigen eingeschlossenen Winkel hälften, 
so dafs Winkel (ab) = (ad) und (c6) = (cd) (§. 3, 
IV*) 9 80 iat offenbar der ürt des Punktes B ein 
Kreis welcher die Stredce ac zum Durcfames^ 
ser hat. 

Die Strahlen, ^, d begegnen dem genannten 
Kreise M zum zweiten Male in e> f. Da Wuikel 



*) Obschon diese Eig-enschaften zu dem Hauptzwecke 
dieser Schrift (drittes Ka^jiifi) wenig dienJicli sind, so Aver- 
deii Sie dennoch hier kurz entwickelt, und zwar deshalb, 
weil sie an und für sich iuLeressant sind, in den l.elirfiü- 
chera aber noclT fast^änzlich fehlen, und weil »sie sich hier 
au dea vorhei^henden Betrachtungen leicht und elemea- 
tar aUtiAdit Imen. 
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(^c) es {dc)^ 60 Ist auch Bogen ec ^ fc. Daher 
folgt (wenn man die gleidieii Seimen- ec^ fc xidit), 
dafo Winkel r » ^ mid Winkel ebc » fbc$ und 

hieraus folgt weiter^ dafs der zn lien drei Strahlen 
be, fcc, bf gehörige, dein hc zugeordnete, vierte har- 
monische StEaU ^ m U' senkrecht ist und mit 
den beiden übrigen Strahle (oder tB)y bf glei- 
che Winkel bildet, nämlich Winkel « = und 
daTs eben so der zu den drei Strahlen bty hty bf ge- 
hörige, dem bc zugeordnete^ vierte haimonisdie 
Strahl b; zn dem Strahle bc senkredit ist, und 
init den z^ci übrigen bt, bf gleiche Winkel bildet. 
Tenn^e dieser hannonisehen Strahlen folgt end- 
lich weiter, daTs b, f:> B und eben so bj e, | 
vier hannonischc Punkte sind. 

^ Da bei dieser Ik trachtung die vier Punkte o, 
c> by SO wie der Kreis My ab fest Toransgesefzt 
shud, so sind auch die Geraden bqund b;, wovon 
die-erste den Kreis in q schneidet, fest, dage- 
gen findem die Strahlen iy dy bf, bc ihre Lage mit 
dem Punkte B zugleich, nämlieh sie drehen sidi 
um die festen Punkte b, b, während B tieu Kreis 
durchläuft. Da ferner die veränderlichen Winkel 
a und ß stets emander gleich sind, so müssen B 
und f sich gleichzeitig dem festen Punkte <| nlU 
bem, so dafs sie sich zuletzt zugleich mit ihm ver- 
einigen, und dais folglich die Gerade bq, in welche , 
in diesem Falle der Strahl d übergeht, Tangente 
des Kreises ist. (Das Letztere foJi:;t auch daraus, 
daTs, wenn man sich den Punkt B nach dem fe- 
sten Punkte 4 gelangt vorstellt, und «ich sodann ^ 
die Strahlen qa, qb, qc, qb denkt, dies^ hamoaisdi \ 
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sind und aufsei deiri qa und <|c zu einander recht- 
winklige midiui Winkel cqfr » cqb » aphi und folg- 
lidi b<f Tangente ist) Eben so folgt, dalk hp Tan- 
gente des liLreises ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt unter andern 
der nachstehende Säte. 

■ 

9,Zieht man durch irgend einen festen 
Punkt, b oder b, beliebige Gerade, wie 
etwa Bbtit oder bf9£> welche einen festen 
Kreis M schneiden, so Ist der Ort desje- 
nigen Punktes, j oder l), welcher zu den 
swei Durchschnittspunkten^ iß und e, oder, 
fund By und m jenem festen Punkte, i 
oder b, der Tierte, dem le tntern zugeord« 
nete, harmonische Punkt ist, eine be- 
stimmte Gerade, $b oder t^b^ weiche auf 
demjenigen Dnrehmesser des Kreises 
senkrecht steht, der durch den festen 
Punkt geht^ afrcb, und welche aufserhalb 
des Kreises liegt (|b) oder ihn schneidet 
(^(), je nachdem der feste Punkt inner* 
halb (b) oder aufserhalb (b) desselben 
sich befindet.'* ^^Ini letztern Falle, wo 
der feste Punkt b aufserhalb des Kreises 
liegt, sehneidet die genannte zugehörige 
Orts-Gerade Ijb den Kreis in denjenigen 
Punkten q, in welchen er von den durch 
. den festen Punkt b gehenden Tangenten 
hp^ b<| berührt wird.* 

Vermöge dieser gegenseitigen Beziehung des 
jedesmaligen festen Punktes, oder b> und der wa^ 
gehörigen Orts-GeredeB^ |b oder xH, hei&t Jener 
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der ^haraiOBiflche Pol** derlet^^tern, and diese 

heifst die ,,Harinonis che" jenes Punktes in lie- 
SBg auf den festen Kreis« 

II. Zieht man aus dem festen^ Punkte b 
gend zw« Seeanten dureh den Krek Hf, etwa h§ 
und bt^ so bestimmen die vier Durchschnittspunkte 
ty t Tier Gerade ^e(, efi, gf^, oder ein voll- 
ständiges Vierseit^ dessen Diagenalen emander 
hannonisoh schneiden (f. 4*)) se dafs also die 
zwei Diagonuleu eg und fi von der dritten ti in 
denjenigen Punkten n und m geschnitten werden^ 
weldie m d^ drei Punkten b> g und t die 
vierten, dem b zugeordneten, harmonischen Punkte 
sind; da aber, zufolge des vorstehenden Satzes ^(1.)^ 
die nftniHohen Geraden btgy bf^i von der Geradea 
phc\ in denselben harmonisehflii Punkten nt ge- 
schnitten werden, so nuifs folglich die Uiagonale 
Ii mit der Geraden zusamuienfallen, d. h., die 
Punkte f, i inlissen in der Hanrnwischea dea 
Punkts b liegen« Eben so folgt, dafs, wenn man 
durch den Punkt h irgend zwei Secanten Z/bc, abc 
zieht (wovon die letztere nicht Durchmesser zu setu 
braiidit)^ ihre Tier Durchschnittspunkte ty t 
mit dem Kreise, ein ToUstftndiges Vierseit ae^ 
Bc^y oBty ccr bestimmen, dessen dritte Diagonale 
die zwei tibrigen Bty ac in denjenigen Punkten 
I, b sduieiden mufs, welche zu den drei Punkten 
• J?, e und d, 1^^ c die vierten, dem b zugeordne- 
ten , hariiioniöchcn Punkte sind, dal's toli^iich die 
Diagonale mit der Uarmonischen |b des Punkts 
b zusammenfällt. Alses 

,,Zie|it man ans irgend einem festen 

Punkte, 
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Punkte, b oder b, zwei beliebige Secanten, 
^g, bt oder JBc, at, durch einen festen Kreis 
M,Bo bestiaimeii ihre vier Durohsohnitts- 
punkte, e, 0, ^, i oder e, ein (einfa- 
ches) Viereck, (welches jene Secanten 
zu Diagonalen hat, und) dessen gegen- 
über stehende, Beltenpaare» nnd jg^ d 
und ffdmtBt und oe, oB nnd ec, sieh auf der 
H armoius ch cn, f^q oder (b, des jedesmali- 
gen festen Pnnktes, b oder schneiden^ 
üftmliGh in den Punkten 1, l oder r«" 

III« Zufolge dieses Satases (II.) mufs also 
die Harmonische des Punktes da ()e und ig zwei 
durch diesen Punkt gehende Secanten sind, durch 
die Punkte b und { gehen; sie geht aber aneh, 
infolge (I.), zugleich dnnh die Berttrungspmikte 
der aus dem Punkt ( an den Kreis gelegten Tan- 
genten« Daraus kann geschlossen werden: dafs 
dieHanneiusche jedes bdiebigen Punktes der in 
der Geraden aber jenseits des Kreises, also 
auf der einen oder andern Seite in deren Terlän- 
gcrujQg liegt,' durch deu hannonischen Pol b dieser 
Geraden geht, und dab, umgekeiirt: der harmoni- 
sdu» Pol jeder durch den festen Punkt b gehen- 
den 8ecante in der Harmonischen dieses Punktes^ 
aber jenseits des Kreises^ liegt ; so dafs ako die 
in den Dnrchsehnittspunkten der Secante, etwa in 
f^j t hei der Secante t^iy an den Kreis gelegten 
Tangenten sich in der genaimteu Harmonischen 
schneiden. £s gehen aber auch die Harmonischen 
aller Punlcto, welche inaerliaib des Krebes m der. 
Gmden pq, also in der Strecke pq, liegen, durch 

C 
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■ 

den bmtiaiinidieii Pol b dieser Geraden. Denn 
, denkt man sich z. B. die üannonische des Punktes 
B6 miif« dieselbe der Geraden iml^ n demjeni- 
gen Punkte begegnen, wdeber m den drei Punk- 
ten ^ irr, i) iler vierte, dem m zugeordnete, hariüo- 
nisohe Funkt ist (I.)^ folgüdi mufs sie ikr in d 
begegnen» 

Eben eo felgt, dafb die Bamonlsche jedes 
Punktes in der festen Geraden (welche den 
Kreis nicht schneidet) dnieb den bamumisdbeo 
Pel b der letatem gebt Dend denkt man sieh 
etwa die Harmonische des Pimktes so mufs sie 
der Geraden ftS in demjenigen Punkte begegnen^ 
weleher zu den drei Pmiktsn |, M der vieHe, 
dem I ftugeolrdnete^ bennonisehe Pnnkt ist (I.) ; 
da aber, zufolge der obigen Betrachtiniti, der Punkt 
h diese Eigenschaft besitzt, so nmTs sie folglich 
dnreh h geben. Da der Punkt | anfserbalb des 
Kreises liegt, so Said aus iimn Tengenten an ilie- 
sen niü^lich, durch deren Berührungspunkte seine 
Haimonische geht {!,)„ 

Aus dieser Betracbtang fli^fs^ii unter andern 
folgende Sätze t 

1. ^ ,,Liegt ein Punkt in ijrgend einer 
Geraden (irie etitra i adeat m in pq, oder % cäer 
t m |b), so gebt seine Barmoniscbe durch 
ihren harmonischen P o 1 (b oder B).** . 

Oder mit andern Worten, ausführlicher: 

2. ^^Die Harmonischen aller Punkte, 
welche in irgend einer Oerttden (pq oder 
|b) liegen, schneiden einander in einem 
bestimmten Punkte (b oder b)> nftmlich im 
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harmonisohen Pol jener Geraden;" und' 
mngekehrt: y^die harmonisoken Fole aller 
Oeraden^ vel^he dnroh »gend einen 
festen Punkt (b oder t) gehen, liegen in 
der HarmouiBcben (pq oder (r) des letz- 
teren.** 

3« jytiä£ut man^ in der Yerstellnn^ 
swel Tangenten eines festen Kreises JUf 

; sich 80 bewcp^en, dafs ihr gegenseitiger 
Darchscknittspankt (( oder ;) längs ir- 
gend einer festen Oeraden (pq eder |r) 
fertgleite^ so dreht sieh die Gerade, 
l^elche durch ihre Berührungspunkte 
geht, um irgend einen bestimTr) ten festen 
Punkt (b oder b)«'* Und nagekekrt,: ^^Dreht 
sich eine Secante eines festen Kreises 
nm irgend einen festen Punkt (b oder 6), 
so bewegt sieh der Dtirohschnittspuakt 
der Tangenten, dnreh deren. Berfihrnngs- 
punkte sie geht, längiä irgend einer he- 
stimmten Geraden {pq oder |r).*' 

IV« Die Tersteh^sQ Betrachtungen geheft 
em bequeme« Mittel an die Hand y um die lelgeiK 
tien Aufgaben durch Uülic des Liiieala al- 
lein KU lösen« 1 ' 

1. ,9 Wenn in einer Ebene irgend eiA 
Kreis üf gegeben ist, so soll man e) die 

Harniouische irü;end eines gegebenen 
Punktes, und ^) den harmonischen Pol ir< 
gend einer gegebenen Geraden finden.** 
Es sei etwa t oder b (Fig. 12.) der gegebene 

Piuikt. Man aüehe durch denselben zwei beliebige 

C 2 
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Secanten, etwa tg und ti oder Be und ac, ver- 
binde die vier Durdiächnittspunkte, e, i oder 
^9 h ^ ^ Öl welohen sie de& Kreis M sehneiden, 
paarweise dnreh zwei Paat Cetade, ig und 1^, 
ie, oder Bc, at und aB, CC, so werden ihre Durch- 
schnittspunkte, ( und t oder $ und in der yer- 
iangten Geraden (a) liegen , wodnrcli diese sofort 
gefunden ist. 

Ist femer etwa die Gerade oder rr 8:ege- 
heafß), so suche man, auf die eben gezeigte Weise, 
« irgend cwei Punkten dersdben^ etwa wa f mi 
IB9 oder I und ^, die Harmonisdien, so wird ihr 
Durchschnittspunkt, b oder der verlangte Pol 
sein (III ). 

2. „An einen gegebenen Kreis M 
Tangenten n ziehen, welche durch ir- 
gend einen gegebenen (auiserhalb des Krei- 
ses liegenden) Punkt b gehen." 

Man konstruire die Harmonisclie pq des gege- 
benen Punktes b (l/cf.) und verbinde die Punkte 
py ij, in welchen sie den Kreis schneidet, mit jenem 
Punkte durch Gerade, tp,'b<|, so sind diese die ge- 
snoliten Tangenten. 

Anmerkung. Andere Sätze, welche aus der 
obigen Betrachtung unmittelbar folgen, und welche 
xumTheil die dem Kreise eingeschriebenen und um- 
«ohrieb^ai Dreiecke, Vierecke u. s. w. betreffen, 
werden hier, als zu weit \on dem gegenwärtigen 
Zwecke abliegend, übergangen. Man findet dieselben, 
nebst den vorstehenden SäUm und Angaben, m der • 
oben genanntett Sdmft (Systematische Ent- 
wiokelnng etc.) auf umfassende, dem Gegen- 



« 
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stände angemessene Weise für alle Kegelschnitte 
sBgkich bewiesen. — Die voistebenden Sätze sind 
üMgens die Ofimdliige der - sogemumten » Tkio* 
rie de9 polmre^ reeipropieä^ 

IL Vom Äehnlichkeitspiinkt 

* • 

Zieht uian in einer Ebene durch irgend einen 
Punkt A (Fig 13.) naoh ailen Richtungen Strahlen 

(Gerade) Aiy Aty . und foexieht mittelst 

dieser Strahlen alle Punkte der Ebene dergestalt 
auf einander, dafs jedem Funkte a, in einem sol- 
cImii Strahl^ Aslj ein anderer Punkt im iiSm- 
Vdien StraU entsteht und swar unter der Bedin- 
gung, dafs die Abstände je zweier entsprechenden 
Punkte Yon dem Punkte A^ Ad und Aa^y durch- 
weg ein und dasselbe gegebene Verhültnifo haben, 
etwa n m^j so wird dadurch ein solefaes Beae- 
hungssystem bewirkt 5 in welchem die Ebene dop- 
pelt gesetzt ist, oder was man sich auch so vor- 
steUea kann, als lagen zwei Ebenen, die iS, 
heifsen mögen, auf einander, indem nSndidi jeder 
Punkt sowohl als der einen, wie der andern Ebene 
angehörend angqseh^ werden kann ; z» ^ B. den 
Punkt (cb« ) kami man als der Ebene E angehd- 
rond betrachten, also ab c, und dann entspricht 
ihm der l'unkt , oder man kann ilm als der 
Ebene angehörend ansehen, das ist als b^, und ' 
dann eatsprioht ihm der Punkt b. 

Läfst man in Gedanken den Punkt a sich' so 
bewegen, dafs er dem Punkte A naher rückt, so 
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mufs nothwendigerweise auch der ihm entsprechende 
Punkt a| gleichzeitig dem festen Punkte A sich 
nähern^ bis ziiletet beide xagleieh «loh mit A ym^ 
emigen. Denmaoh kannmaB sagen, e« seien ia 
A zwei entsprechende Punkte vereinigt, 
und es ist klar, da£s dies^ Ei^^eiisdiaft: nur diesem 
Punkte aliein xukoinmcn kann (ansgt^ommeD bsi 
dem besondeniBeziehnngssystem, wo das genannte 
Verhältnifs n \ =1 ist, in welchem Falle jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusanunenföllt). 
Aus dem einfachen Gesets^ durch welches die 
imtspredhenden Punkte der zwei Ebenen E[ 
bestimmt sind, folgt nun auch unmittelbar die ge- 
gl^nseitige Beziehung, welche irgend ein System 
Tdn Punktmi in der eben «Ebene m dem ihm ent» 
spreebendeD System Ton Puricten in der andern 
Ebene hat ; d* h., wenn in der einen Ebene irgend 
eine Figur gegeben ist, so läfst sich lyncht ange-* 
ben^ was für ebe Figur Uv in der aodeni Ebene 
entspricht, und welche gegenseitige Beziehung ir- 
gend zwei solche entsprechende Figur^ zu einan-» 
der i^aben* NSmüob die Hauptrigenschaften oder 
Panptsitie tB»^ diese Peiriehnng grOnden sich aaf 
Folgendes: 

Es ist zunftdist Idar, ^afs die Gerade a6, wel« 
che durch u^genidzweiPanktii a, i der einen Ebene 
E geht, mit denjenigen Geraden Ofb^, welche 

durch tlie entsprccheiulcn zwei Punkte a,, der 
andern Ebene geht, parallel ist, und dals sich die 
Strecken ab^ dt^j in diesen Oeraden, wdche durch 
die genannten Punkte begrenst werden, eben so 

zu üiiiauder yprhälteii} wie die Abätände irgend 
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zweier cutsprechendeu Punkte vom Punkte A ^ d. h., 
daTs sich verhält ab : fr« « : p Deim zu- 
fdgo .des Bopebungwiy^teinB sind offenbar die 
IfadbdEe ibfb und a^idi^ fibuKefa, woraus «ofort 
die ausges|)rGcUciicu liehauptimgeu uumiitelbar fol- 
gen. Aehnlichcrwcjge folgt "weiter: dafs jede der 
xiroi Qmdcii al> At Ib^ ali^ Funkte cnthdlt, wel- 
die den gümmtlirihen Punkten in der andern Gera^ 
den entsprecheil j nämlich irgend tiiicui Punkte in 
der einen Geraden, z. . B. dem Punkte t iu der 
Qawden ot^ anlapriqht deigeaige Punkt e in der 
aadeni Cteradcn tl^b,, weldier mit ihm in demsel- 
ben (durch A gehenden) Strahle liegt^ dals also 
jeder Geraden m der einen Ebene irgend eine be- 
«tuDVttte Cierad^ in dw 9l^dem ^bene enteprielil* 
Daraus fliefseu folgende Sätze; 

1. 55 Jeder deraden iudcr olneii Ebene ^ 
«uispricht eine bestimmte Cr trade in der 
andern fibene$ d. niie^i Piinktep in der 
ersten Oeraden entapreehen die sfimmt- 
Uchen Punkte in der zweiten Geraden; je 
swei solche entsprechende Gerade sind 
unter sieh parallel, und je zwei entspre^ 
eilende Streekto (inawei sOlohen Oera- 
dten) verhalten sich eben so, wie die Ab- 
stände irgend zweier eutspreelienden 
Punkte vom Punkte Aj als« wie i> : n^,^ 
Und umgekehrt: Eine Oerade, die durch 
irgend zwei Punkte in der einen Ebene 
geht, entspricht derjenigen Geraden, 
weitffie durcli die. entspreehenden Punkte ' 
in der andprn Ebene beatimmt wird.^ Eki 
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gende Satzf 

II. In jeder Geraden, welche durch 
geht, also io jedem Strahl, sind zwei 

entaprechende Gerade vereiaigt.'' 

III. „Den Dureheehnittspankte ir- 
gend zweier Geraden in der einen Ebene 
eatsprioht der Durchschnittspunkt d,er 
ihnen entsprechenden Geraden in der an» 
dem Ebene.** 

IV. Zieht man aus irgend awei ent- 
sprechenden Punkten, etwa aas a und a«, 
nach beliebiger Richtung swel parallele 
Strecken, etwa ae vnd a^fi, die sich den 
Beziehungssystem geuiäfs verhalten, also 
ae : die««»:!»!, so sind ihre andern End- 
punkte, t und e«, ebenfalls entsprechende 
Pnnkte, nud liegen als solche in irgend 
einem (durch A gehenden) Strahl." 

Ans diesen Fund amentalsätzen folgen nun wei- 
ter die nachstehenden Sftlze« 

V. .„Irgend einer geradlinigen Figur 
in der einen Ebene entspricht eine ähn- 
liche und ähnlichliegeudc Figur in der 
andern Ebene, namlieh die Ecken beider 
Figuren sind entsprechende Punkte, sc 
dafs sie paarweise in Strahlen liegen, 
und ihre Seiten sind entsprechende Ge- 
rade «(oder Strecken), also paarweise pa- 
rallel.» 

VI. „Irgcud einer krummen Linie 
C in der einen Ebene JS entspricht eine 
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ähnliche und ähnli chliegendc Curve C,, 
iii der andern Bbene A\ 3 die Punkte, in 
welobett die evste CurTO C von irgend 
einer Geirladen O geeelinitten irird, ent* 
sprechen den Punkten, in welchen die die- 
ser entsprechende Gerade 6r, die zweite 
Curve C| selmeidet^ so dafs also C und 
£^ sieh in eben so TielenPunkten sehnei- 
den, als und ; daher wird jeder Tan- 
gente der ersten Curve auch eine be- 
stirtimtey joner paTallele^ Tangentoder 
zweiten Curve en tspreeheU) und zwair 
müssen auch ihre Berührungspunkte ent- 
«prookendiB Punkte seini jeder dnreh^ 
gehende Strahl, weloher die eine Gnrvo 

berührt, berührt auch die andere Curve, 
«nd zwar berührt er sie in entsprechen« 
don.Punktonf'' n* w« . 

Insbesondere folgt akN» hieratts, dafii: 
VII. j^irgend einem Kreise in der 
einen jb)bene ebenfalls ein Kreis in der 
andern fibene eptsprei^hen mnfs, nnd dafa 
auch die HittelpHnkto sweier solcher 
Kreise entsprechende Punkte sind^** 
Q* s. w. 

Zufolge dieser Eigenoehaften des Bexiehnngs- 

sjstems wird der Punkt A 55der Aehiilich- 
keitspunkt" oder in Ansehung der beiden auf 
einander liegenden Ebenen E unb ^»der Pro« 
j^otionspnnkl^ genannt 

Bei einem solchen Beziehuiigssystem sind je- 
doch swei wesentlich verschiedene Falle von ein* 
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V 

fttidler imtmclieid«!!. Uta kaiHi nlndMi 

weder : 

«) je zwei entsprechende Punkte, wie a und 
Ai» 9ttf «ineriei Seke y«m AchnKobkeitar 
, punkft A MiBelmieii, wie- hei dbr irüintdicii- 

den Betrachtung gesoheheu ist, oder 
. . ./Q je zwei entspreoheude Punkte auf eutgegeu- 
gmetaGt« Seiteii im Aefanikhkiniapimkte 
awaehmeu , m welchem Fdb dteiar fevtMi 
durch / bezeiclmet werden wird. 
Diese beiden Fälle werden in deir Folge da- 
daiah onteisehiedeD, dafe aian beim eratMi Falle 
sagt, das Bmehuigssysteni habe einen ,^af se^ 
reu" und beim zweiten Falle^ es habe einen ^sio* 
neren" Aetmlichkeitspunkt, 

' Je awei öbalieke Figuren» gemdlinign eder 
hrammMnige, lassen sieh eewehl so legen, dafs sin' 
einen äufsercu, als so, dafs sie einen inneren 
AebaUchkeitsponkt haben. £« giebt auch eine 
gewisse Kbuwa yen F^jurea, die b^eii Feidenm- 
geä zugleich genügen können, d. h. die sich in 
solche Lage bringen lassen, dafs sie zugleich ei- 
nen infeeren nnd einen mneim Aefanliobkeitspuakt 
haben. Wird von zwei Figuren in ein«! Ebene 
gesagt, sie seieu ähnlich und ähnlichlie^end , so 
haben sie allemal einen Aebniiciikeitspunkt (V. 
u. VI.). 

I. Aus den vorstehenden aUgeineinen Gesetzea 
nber den AefanliqhkeitspiMkt folgen Ittar 4en Kreis 
insbeeondoia naohsteheade Eigen8diafi«n« 
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^Sind IB «iBor Ebene iigend swei 
Kreise gegeben^ gleichviel welche ge- 
genseitige Lage sie habeiH nidgeii, so hap- 

ben sie allemal zagleich einen äufserea 
und einen inneren Ae hnliohkeitspunkt. 

'Es seien Jf, Jf^ (Fig. 14.) 4ie Mittelpunkte 
der Kreise und etwa aB, a^bf irgend zwei paral* 
lele Durchmesser derselben, so werden, wenn man 
durch die Mitte^mikte die Gerade MM^ ziehf^ 
die fettSD ^^Aze** heifsen soll, £e auf einsflei 
Seite der Axe liegenden Endpmiktc der Durch- 
messer mit dem äufseren, und die auf entgegen- 
gesetston Seiten derselben liegenden Rndpankle 
mit dem mxm Aehnlichkrilspuidct . in Cleraden 
liegen; d. h., die Geraden oder Strahlen aa,, 6b | 
begegnen der Axe in irgend einem und danselbsn 
festen Poifcte A, and die fitrahlcn a(^, ^i-^^ 
gegnen ihr in einem festen Punkte 71 Denn veiv 
möge der Paralle lität der Durchmesser sind offenbar 
die Dreiecke AM^ mid AM^a^^ so ^ie dieDie^ 
ecke IMa naA IM^hi^ tttmlich, woraus folg^dafii: 

a) AM : AM^ Ma : M^a^^ und 

b) IM : JM, = Mo, : M,h,y 

ms, ifie man sieht, dem Prins^ des AeUMb* 
Iceitspimktes genügt; denn da nimlidi die Verhält-. 
* nisse rechts, die aus den Radien der Kreise ge- 
bildet soid, censtant bleiben, miehe parallele 
Bichtui^ diese Ra<foi innmeiUn haben mögen, 
so müssen auch die Ycrhaltiiisse links, also 
AM : AM^ und IM : IM^9 denselben beständi- 
ge Weith haben, etwa i» ; ü^, wd daher müs- 
sen ftig^ (da dielfittd^^te feat suid): 
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„alle Geraden oder Strahlen, welche 
durch die anf einerlei Seite der Axe 
lfjfi liegenden Endpunkte paralleler 
Durohmesser gehen, der Axe in einem und 
demselben festen Punkte und dieStrab- 
ien^ welche durch die anf entgegengeaet«- 
ten Seiten der Axe liegenden Bndpunkte 
gehen, müssen ihr in eintüii und demsel- 
ben festen Punkte / begegnen, und diese 
•awei festen Funkte sind die Aehnliel»- 
keitspunkte der gegebenen Kreise.^ 

Da ßJ^Cl^ s=s ^t^i-> als Halbmesser des Krei- 
ses so sind die zwei Verhältnisse rechts, (in 
(0) und {6)) einander gleich^ daher iat auch 

e) AM X AM, ^ IM & IM, -, 
das heifst: jjDie zwei Mittelp u nkt e Jf, 
der Kreise und die zwei Aehnlichkeits- 
punkfe A^ I derselben sind allemal au- 
aammen Tier harmonisehe Punkte^ und 
zwar sind sowohl jene zwei, wie diese 
xwei, zugeordnete harmonische Punkte." 

Auch kann bemerkt werden, daTa die Mittel- 
punkte der Kreise notfanrei\4igerweiBe immer, auf 
emerlei Seite des äufseren Aehnlichkeitspunktes 
liegen, dagegen der innere AehnUohkeitspunkt im« 
mer mischen ihnen liegen mufs. 

Femer aind über die geg«Meitige Lage der 
Kreise und ihrer Aohulichkeits|iunkte folgende 
Umstände zu merken: 

1) Wenn die Kreise gana auGBer einander lie- 
gen, so sehneiden sieh ihre iufteren geuMinschaft» 
liehen Tanf^enten im äufseren il-, und ihre inneren 
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gememsohaftUchen Tangenten schneiden sich im 
fameran /- Aehiili«3hkeit8piiiikte^ 80 iaJb also bdde 
AelmliolikMtspimkte aufseriialb beider Krme liegen. 

2) Läibl man in der Vorstellung die Kreise 
eiaander näher rücken^ oder, wenn die Mittel* 
punkte and Aehnliebkeitspankte feat bleiben sol- 
len, in gleichem Yerhälfnirs gröfser werden, his 
flie sich berühren, d. b. äufserlich berühren^ 
80 ist ihr Berülinmgi^nnkt xo^leich ihr innerer 
Aehnlichkeitspnnkt* 

3) Bewep:t man auf dieselbe Weise die Kreise 
weiter, bis sie einander schneiden, so liegt der in« 
um Aefanlichkeitiqpimkt l innerbalb beider Kreise. 

4) Dringt der kleinere Kreis so tief in den 
groiseren, dafs er ihn nur noeh berührt, d. h. 
innerlich berittirty so ist ihr Berührungspunkt 
angleidi ihr äufserer Aehnüdikeitspankt. 

5) Gelangt der klemere Kreis ganz innerhalb 
des gröfseren, so liegen beide Aehnliohkeitspunkte 
iaaeriudb des kleineren Kreises. 

6) Werden ' endlich die Kreise ' konoraitriseh, 
so fallen beide Aehnlichkeitspunktc mit ihrem ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkte zusauunen. 

7) ^nd insbesondm die Kreise einander 
gldeh, gleichTiel ob sie einander sofaneiden oder 
aufser einander liegen, so liegt der innere Aehn-* 
liehkeitspnnkt / in der Mitte zwischen ihren Mittel- 
pnnkften, und der Hufsere Aehnlichkeitspnnkt illst 
unendlich entfernt. 

Von der Richtigkeit dieser Angaben wird man 
siehy durch HiUfe der obigen Betracbtungen^ sehr 
leicht IlbenEeugen keimen. . . 
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II. Nach vorstehender Betrachtung liegen die 
Endpunkte irgend zweier parallelen Radien der 
«iroi KfflMie nil dem ttafiMw «dar kmatm A^a- 
li«hk«ltspiudrt m wer Chmideii, Je nachdein sie 
ftaf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der Axc 
MM^ liegen. Daher mufs notliwendigerweiae auob 
das Da^pBkeliite statt findtti^ aiadidii 

,,Zieht man dnroh einen der beiden 
Aehnlichkeit spuukte I zweier gege- 
benen Kreise irgendeine Gerade, 
welehe den ein-en Kreis schneidet, so 
schneidet sie uothwcndigerweise auch 
t den andern Kreis^ und zwar in entspre- 
chenden Pnnkten, se dafs die nach die- 
sen Punkten gezogenen Radien beider 
Kreise paarweise parallel sind, z. B. bei 
einer durch A gehenden Geraden, welche 
die Kreise etwa in and b, nndt« 
schneidet, müssen sowohl die Radien 
und JKfibo ak Mi, und iKf^c« parallel 
sein." 

' in. Da filr beide AehaUehkeits^teme das 

YerhältniTs n \ , durch welches die entspre- 
chenden Punkte bestinunt sind (§. 11.), durch die 
Radien der Kreise gegeben iiit mithin Dir 
beide den nlmliehen Werth Imt^ mid da seweU 
AM : AM^^ als IM : IM^ diesem Werthe gleich 
ist (I, a und b.)^ so sind folglich üf und if« 
in beiden Systemen mgleioh entspfe«* 
ohende Punkte. 

Nimmt man irgend einen beliebigen Punkt <| 
an> und betrachtet ihui in Ben^ nnf beidd Aehn- 
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Uchkeitssy steine^ als iiiil dem Kreise M derselben 
£bene ^ angehörend il«)» so werden ihm in 
,4er andern Xbeae JS^ 9* irelciier der andere Mreia 
M^ angehört, zwei verechiedene Ponkte entspre- 
chen, nämlich es entspricht ihm ein bestimmter 
Punkt q^ in Bexug auf den AehnliohkeH»pnnkt^ 
ttnd ein bestunmter Punkt p,, yennfige dee Aeh»- 
lichkeitspimktes /, und es müssen diese zwei Punk to 
q^^pi offenbar in einem und demselben Durchmes- 
aer des KreiaiMi liegen und zwar ghieh weit 
wm dessen Mittelpunkt entfernt seitt; d« lu, es 
mufs q , eine Oerade und J/^. = ^ip^ sein. 
Denn da M tmd in Bezug auf beide Aehn* 
lidikeit^nnkt» entspreohende Funkte sind, und da 
feiner q und m Beeng anf den Aefanlichkeits* 
punkt Ay und q und in Bezug auf den Aehu- 
lidikeitspunkt / entspreehende Punkte sind, so Ist 
denuuieh sowoM Jtf«q, alsJlfip^ parallel ilfq (§. 11, 
1.), also q^iff^p, eine Gorade, und es y erhall sich 

AM : AM^ = M<\ : M,q„ und 

IM : IM^ mm Mq : M^p^J 

mtam (l, c,)i 

Mq : itftq,=» Mq ; J!f^>, 
und folglich t 

Also: „Irgend einem Punkte, welchen 
man als zu dem einen Kreise gehörend 
ansieht, wie etwa dem Punkte 4| als an 
dem Ki^eise Jlf gehdrend angesehen, ent- 
sprechen vermöge der zwei Aehnlich- 
keitspunkte J in Bezug auf den an- 
dern Kreis itf| swei s^lehe Punkte 
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welche in einem und demselben Dnrch« 
messer dieses Kreises liegen und .gleich 
weit Ton seinem Mittelpankte (auf entge- 
gengesetilen Seiten) abstehen; nnd haben 
nur (li(^ Mittelpunkte Mj der zwei 

' * üreise allein die Eigenschaft, dula sie 
in Rücksicht auf beide Aehniichkeits- 
pnnkte sugleich entsprechende Punkte 
^ sind." 

' Uiemach kann man leicht, wenn etwa d^ moe 
Kreis jlf, geceichnet ycrfiegt, aber andere 

nicht, iiiul wenn die Aehnlichkeitspunktc I ge- 
geben sind, zu irgend einem Punkte qi oderpi, 
welchen manals za dem cntenKreise gehGrend an- 
sieht, den ent^rechenden Punkt in Ansehnng des 
ziveilcn Kreiseä fiir das äursere und innere Aehn- 
lichkcitssystem finden. Nämlich man zieht die Ge- 
rade <|,itf||^o olmmt den Pmikt eder*q, so an, 
dafs q ^ ai ilf ^ p f (was, unter der Voranssetaung, 
ühTs der Kreis gegeben sei, leicht geschehen 
kann), und zieht die Geraden ^q,, so werden 
' Mch diese in dem Terlangten Punkte q schneiden» 
Zieht man femer die Geraden Ap^^ /q,, so schnei- 
den sich diese in einem Punkte p, welcher eben- 
&lls der Forderung genügt, und es ist qJlfp eine 
Cterade, und qJlf a Mp, Am eiafiichstien smd di» 
Punkte zu finden, welche in dem Umfange des 
Kreises liegen, weil nämlich iür diesen Fall in je- 
dem Durchmesser des g^benen K;reises unndttei> 
bar SBwei gleiche Strecken gegeben sind, wie z. B« 
im Durchmesser die Strecken a, 

und M^^xy i^odurch sofort, nach der eben 

an- 
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angegebenen VV eise, die Endpunkte a, b 
des en tspreohendcn Uurchmessers im 
aniern Kreise gefunden werden. Diese 
ktite^Konstriietion findet bei den unten folgende 
Aufgaben (§. 18.) häufige Anwendung. 

Aus dem vorstehenden Satze folgert man ferner 
leidits jyDafs jeder Oeraden, die man als 
SU dem einen Kreise gehfirend ansieht, 
wie z.B. irgend einer Geraden die man 
sich als zum Kreise M gebärend vor- 
stellt, in RUcksieht .auf die «wei Aehn- 
liclikeitspunkte swei verscliiedene, 

zum Kreise iVI^ gehörige. Gerade G\ , I/^ 
entsprechen, welche unter sich parallel 
sind (weil jede es mit jener G ist), und 
welche gleich weit vom Mittelpunkte 
abstehen". „Geht die Gerade G insbesondere 
durch den Mittelpunkt M des zugehörigeu Kreises, 
so fidlen die swei Geraden G^ , ff^ auf einander, 
und gehen ebenfalls durch den Mittelpunkt ilf^ ib» 
res zneehörigen Kreises;" ,5 und fällt endlich G 
mit der Axe MM^ zusammen, so vereinigen sich 
mit ihr." •) 



Von der grofsen Menge von Anwendungesi die aus 
den -Bigenschaflen des Aehnlicfakeitepunkts sich ableiten 
lassen, und die ich an einem anderen Orte ansführlich ent- 
\%-ickeln werde, wilj ich hier nur ein Ilc?ispiel kurz an- 
deuten, welches den Zusamiismhani^ einiger häuiig betrach- 
teten, nierkwürdi,ii;ofi Punkte tl* s geradlinigen Dreiecks auf 
ei tu eigenthümliche W eise auflilart, nämlich das toigende 
Beispiel. ' • 

I. Zieht man in einem beliebigen Dreieck abc (Fig. 15.) 
aus den bckea udch Mittete a^^ b}» c« der gegenüber 

D 
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Zum Belmfe des Folgenden ist es zweckn^ 

dsig^ deu iiier betraoLtelea l^euieuteii beöüuiiiite 



liegenilen Seiten gerade Linien Mo 661» cc«, to seiitteiden 
iicb diese tiekannfUcii in einem und deauelb^n Punkte / 
f nnd tlidlen einander dergestalt^ dafs sich die Abschnitte 
einer Jeden nt einander teihallen ^e 3 : 1; d. h , es Ter-' 
hält sich: 

1. lai lat ^ Ih : Ibt t Jct =2:1. 
Daraus folgt also, dafs man den Punkt / als Aehiilkh- 

keitspunkt (oder i*n>jectionspunkt) eines Beziehungssy- 
stems ansehen kann, in welchem a und at> b und b (, cundc, 
entsprechende Funkte sind, so dafs a, h, c der einen Iibene 
Kund ao bi, Cj der anderen Ebene -Ej angehören, oder 
dafs, mit einem Wort, die Dreiecke abc und a,b,C| ent- 
sprechende Dreiecke sind, und dafs je zwei iilinlichliegende 
Punkte, in ßezug auf diese Dreiecke, auch zugleich äha- 
lichliegeude Punkte in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt 
/ sind, d. h. mit diesem In einer Geraden liegen, und Ton 
ihm nach dem beständigen Yerhiiitniis yoa 3: 1 entfent 
■ind (§. 1L% 

'liVird nun ferner als beloomt Torau^geaetiti dab die 
drei Lothe a|Iff hfM, C| Bf, welche aons den Mitten a^biyCi 
der leiten des ersten Dreiecks abc auf diese Seiten enUit* 
tet werden, einander in einem PunKte M treffen, nän)lich 
im Mittelpunkte des dem Dreieck umschriebenen Kreises» 
und wird bemerkt, dafs dieselben zugleich auch auf den 
entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks a|b|({ per- 
• pendikular sind CweU diese beziehlich mit jenen parallel 

' sind): so folgt, wenn man jene Lothe für einen Augenblick 
als zu dem Dreieck a^biCt gefioitnd ansieht, vermöge des 
Aehnlichkeitspunkts / unmittelbar, dafs auch die ihnen ent- 
sprechenden drei Gieraden, d. i. d e durch die Ecken a,b, C 
. des ersten Dieiecks mit jenen Loiheu parallelen, und mit- 
hin zu den GegenBeiten dieses Dreiecks senkrechten. Gera- 
den aA, hA, tA einnnder in einem bestimmten Punkte A 
^ treifen, und awar in .demjenigen Pnnlct^ welcher Jenem 
Pnnkte M entspiidil^ so dafs folglich die drei Fnnkte M; 
/» In einer Geraden \ProJectionsstrahl) liegen, und sich 
Terhftit 

3. JM : IW » 3 } !• 
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Benennungen beizulegen. NämUdi irgend sEwei 
entspraoheiide Punkte^ wie «twa ^^ wni oder 4 



Zugleich folgt zunächst aus ditter Betraditung «if 
doppelte Weise der bekannte Satz: „Dafs die aus den 
Beken auf dil Gegenseiten eines Dreiecka 
(Qj^iC,, oder abc) gefällten Lothe (ajM", b^M, C|Äf, 
oder aA, hA, cA) allemal einander in einem und 
demselben Punkte (i>/ oder A) treffen". 

Es folgt weiter, wenn man nämlich den Punkt M als 
der ersten £bene 1^ angehörend ansieht, und zwar als Mit- 
telpunkt des dem Dreieck abc umschriebenen Kreises, dafs 
ihm dann der Mittelpunkt M|, des dem Dreieck a,b|C| um- 
schriebenen Kreises entspricht, und dafs folglich dieser 
letztere Punkt Jlf i ebenfalls in dem vorgenannten Pro' 
Jadionastnlil MiA li^en mdm, und swnr m liegen mufs, 
4nlli iifib vmUll . 

3. IM s nr« a 3 : i« 

Ann dieieni und dem rongsa (3.) VeiliSltnlif felgti wie 
man in der Figur ateiit» daCr tidi auch reriiäU 

4. A« s JOäi iB d : 1| 

so dafs also der Punkt ji offenbar der ftnlkei^ Aehnüdi* 
keitapnnkt der zwei Kreiae IHT» Jf f ist; 

Demnach hat ma% auaammengenomment den folgenden 
Sals. 

„Bei jedem beliebigen Dreieck abc liegen 
die zwei Punkte, A und /, woron der eine A der 
D II r c h s c h n i 1 1 s p u ti k t der d i e i Höhen und der an- 
dere / der Durchschnittspunkt der drei aus den 
Ecken nach den Mitten der Gee^enseiten gf!zo- 
genen Geraden ist, mit den M i 1 1 e 1 p u akten, M 
undTUtT der zwei Kreise, wovon der eine dem 
Dreieck umschrieben und der andere durch die 
Mitten der Seiten desselben geht, allemal in 
einer und derselben Geraden, und zwar sind die 
era tgennnnten zwei Punkte die Aehnlichkeits- 
fnnktn der swei Kreise, so dafa alao die vier 
genannten Pnnktn knrmoniaeh Hegen 12, l.^ 
wobei aowoM da« erate wie daa sweite Punk- 
tanpnar angeordnete faarmoniaeke Punkt« aind; 
und ferner aind 4ie Abatinda der Tier Punkt« 

D 2 
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und sollen in der Folge, in Rücksicht auf die 
cwei Kreise Jf^, denen sie auigehörea, ^ähn-. 



von e! nan (1 er namentlich so beschalfen, dafs 
sich verhält 

5. /Mj : m : ^Jf j : .IM = 1 : 2 : 3 : 6. " 

II. VeriDöp:e der Kreise M, und ihrer Aehnlicli- 
keiUpunkte J folgert man unmittelbar noch mehr£tgen- 
schaften, als z. B. nachstehende: 

1, Die Strecken /fj, y#b, j4c, in entsurechrn in 
Ansehung des inneren Aehnlichkeitspunkls i den Strecken 
Afaif Mbi> 3fC| in £| ; daher verhält »ich 

Aa i Ma^ ^ Ab i Ü2h| = : Mc« =2:1. 

% Die Punkte ixi» c^, in welchen der Kreis 
die Strahlen AojAby Ac schneidet, sind; Termöge des auDseren 
Aehnlichkeitspunkts A, die Mitten dieser StrahleDy lo däüi 
eich verhält : 

Aa : Aüi as ^ : = Je : es 2 s. 1, 

# 

' 3| Beseichnet man die Punkte» in welchen die Kreise 
Jlf und flf I Ton den drei, durch ihren inneren Aehnliehkeits* ^ 
punkt / gehenden, Strahlen aai, hbi» €C|» geschnitten wer- 
den, beziehUch durch b und bn e und 1 1» f und fi, eo 
verh&ll aichs 

ib : Ib| «I /« : ifi » if : /f < « 9 : 1 

4» Da der Punkt M| in der Blitta swiachen M und J 
liegt (I» und da Hai und Am^ an ai«! .aeakredit aind» 
in mnfi fo%Uch der Kreit Jlf i auch durch mt gahen» waii 
•r durch gehl; eben so mufs er durch fl^ und yt gU" 
hen. Oder dasselbe folgt auch daraus, dafiiAfiai parallel 
Mo« vermöge des Aehnlichkeitspunkts i, und auch M^Oi 
parallel Ma, verniitge des Aehnlichkeitspunkts A, dafs mit- 
hin Q^M^a^ ein Durchmesser <3es Kreises JITj, und folg- 
lich aitfi^, ein rechtisr Winkel ini Halbkreise ist, u. s. w. 

5, Werden also die Strahlen ^/of,, Aß^^Ay^ verlän- 
gert, bis sie den ersten Kreis M in or, ßy y schneiden^ ao 
verhält sich; vermöge des Aehnlichkeitspunkts A: 

Aa : Aut = Aß : Aß^ = Ay : Ay ^ =2:1. 

6, Vermöge des Kreises iul^t uun weiter (4.) und 
($. 17.% daAs 
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lieh liegende Puukte' genannt werden. Eben 
80 Bollen xwei Gerade, welche in Hezug* auf eines 



Rechteck ab, • s ac« • ay^t 

— hüi . W| es b(| • 6f 19 and 

— Ctit . Ca, = cb, . tßi, 

7, VemÜge de& Aehnlichkeitspunkts A folgt (§. i7.)f 

. da£s: 

. HecUteck Aa , Aa^ = Ah * Aß^ — Ac . -rf/, =» 

— ^« . ^a, = i4/5 . = -4/ . -4C| ; 
und vermöge des Aehiilictikeitspunkts / folgt, dafs: 

Rechteck /a . /ö| = /b . Jg^ = /c . /f i » 

— /b . /a, = i€ . Jb, = /f . ic,. 

Diese vorstehenden Sätze (1 bis 7.) wird maa l^dit, 
nacii gewöhnlicher Weise, in Worten abfiuMii kttnnen» wie 
z. B. folgenden Sats: 

„In jedem Dreieck übe liegen die 13 Punkte — 
nilmüeh die drei Mittelpiiakte ai»b«»€i der Sei- 
ten» die drei Fufepunkte .«i» ^i» der Höhen, 
die drei Mittelpunkte a,,&i,et derjenigen 
Strecken der Höhen» weleke zwischen ihrem 
Durehechnittepunkte A und den Ecken des 
Diriiieeke liegen» und endlich die drei Punkte 

<i» fi9 welche in den a|ie den £ekea durch die 
Mitten der Gegenseiten gesogenen Geraden 
liegen, und von deren gemeinschaftlichem 
Durchschiiittspunkte / halb so weit entfernt 
sind, als die Punkte f, f, in welchen dit: selben 
Geraden den umschriebenen Kreis M schneiden, 
aber mit den letz teren n i ch t auf «une rlei Sei- 
ten jenes Punkts /liet;en — .illemal zusaiomen 
in einem und deiuselben ivreise 

Iii. In Folji^e der obigen Bemerkung (!.)> dafs ähn- 
lichliegende Puokte, in Bezug auf die Dreiecke abc, a|biC|, 
auch zugleich in Betracht des AehnlichkeiUpunkts / Ahn- 
lichlit;güude Punkte sind, kann noch hinzugefügt werden» 
daCs, wenn man sich die Yior Kreise denkt» wovon jeder 
die drei Seiten (oder deien Veriängerung) des Dreiecks abc 
berührt» und eben so die vier dem «weiten Dreieck aih|C| 
eiogescfariebenen Kciise» dab dabn dio vier leteteran den 
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der zwei Achiiiichkeitssy steine entsprecbentie 
ndeuid^ fortan in Eieksicht rat die Kiom 



▼ier enteren beziehlich entsprechen; 4. dafs dann diese 
Kreise paarweise den Punkt / zum inneren Aehnlichkeits- 
punkt haben, und dafs also ihre Mittelpunkte paarweise in 
Strahlen liegen, welche durch diesen Punkt gehen, und data 
ihre Abstände von demat^lben sich Tcrhalten, \iie '2 : i. 
Aehnliches gilt von den Dreiecken af>c und ffjd,e, in Hin- 
sicht ihres Aehnlicitkeitspunkts A, — Die Dreiecke a, 6, c, 
und a|b<Ci sind gleich und M, ist ihr (^innerer) Aehnlich- 
keitspunkt, weil n,iT/^a^ eine Gerade ist and Mg in der 
Mitte zwischen a| und üe^. — U. s. w, 

IV. „Wenn man in derPeripherie eines Krei- 
ses If irgend Tier Punkte a, b, g annimmt, so 
beaeimmeii diesei uu drei «ad drei genommen, 
Tier Dreieeke» welehea der Paukt Jf, alsMitlel- 
punkt des miisekriekeMeii Kreises, geneia« 
sekaftlieh angehört» wogegen eher deasel- 
bea sowohl Tier Tersehiedeae Punkte i, ab Mi, 
als A gehören. Jede dieser Tier Ponkte^ f flr sieb 
genommen, liegen ia eiaesi Kreise; dieRadiem 
dieser, drei neuen Kreise siad» naeh der 'Reihen 
h h i ^oin Radius des gegebeaen Kreiset 
vad ihre Mittelpunkte liegen mit de» Mitte !• 
punkt des letzteren in einer Geraden^ aad swar 
in solchen Abständen von diesem» die sich, 
nach der U ei he, verhalten wie 2 : 3 : 6, so dafa 
also der Punkt M der gemeinschaftliche Aehn- 
lichkeitspunkt der drei neuen Kreise ist.'* Und 
ferner: „Verbindetmanjeden der yierangenom» 
men en Punkte o, b, c, g, wie e twa a, mi t dem zu 
den drei übrigen gehörigen Punkt .4 (d.h. mit dem 
Durchschnittspunkt der Höhen des durch die drei übrigen 
bestimmten Dreiecks) durch eine Gerade, so schnei- 
den sich die auf diese Weise entstehenden vier 
Geradea ia eiaeai und demselben i'unkt, und 
es wirj Jede darcb diesen gehälftet u. s. w. 

V. Die weseatlkbstea reu den rorstehenden Sätzen 
habe ich scbea u efasai aadeni Orte angedeutet, nämlich 
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§. 13, Vom Adhnlichkeitspunkt. 55 

^ähnlich liegende Gerade*' heifaen» findHoh 
80U jeder Strahl^ widcher darcb eioen der swei 
Aelmiiclikeitspiiiikte A oder / geht, in Rücksicht 

aui' die Kreise Aehiilichkeits strahl** (od<ur 
y^Projections strahl'^ genannt mrden* 

#.13. 

L Betrachtet man in einer Ebene irgend 
drei Kreise, deren Mittelpunkte M^^JMi^^ 
(Fig, 15.) nicht in einer Geraden liegen^ «e gehd- 
ien zn je swei derselhen iwei Aehnliddceitsponkte^ 
ein ^auiserer und ein innerer (§. 12.) , es seien 
und und /g, und beziehlich die 

Aehnlidüceitq^onkte der Krelq^aare nnd 

und ilfj, nnd üf,. Yen dieseh sechs 
Aehnlichkeitspnnkten liegen allemal Tier mal drei 
in einer Geraden^ nämlich die drei Sufseren liegen 
in inner Gefaden, und jeder änfsere liegt den bei» 
den ihm nicht zugehörigen inneren in einer Gera- 
den ; d. h., es ist sowohl A^A^A^ als A^J^I^ als 
A^I^I^ ,jb1a A^I^I^ eine Geiade» Denn sieht 



bei Gelegenheit <3cr Abhandlung : „Developpejuent (tune Serie 
de theoremes relatifs aux secliuns coiiiquesj" in den Anna' 
les de Mathemati g ue Sf redige par Oer gönne, a Mont- 
pellier j tom. XIX. 1828. Ebendaselbst deutete ich auch den 
Sat7, an: „Dafs der Kreis M, alle vierKreiae, 
welche dem Dreieck abc eingeschrieben wer- 
denkönnen, berührt," ohne zu wissen, Jafs derselbe 
schon früher von Feue. rbach bekannt macht worden 
war. üebrigens hat auch Herr l^rof. Do ve die Uelatiou zwi- 
schen den vier Punkten in (1, 5.)) so wie die Eigenschaft 
(II, 4.) durch unmittelbare Beziehung beider Dreiecke abc, 
aibfCi auf einander» ohse Anwendung des Aehididikeits> 
9ii]ikt% Mif einfädle MTeiie abgeleitet. 



man z. B. ilie Gerade -^j^g? vermüt^c 
der Punkte A^y A^^ eine äufsere AchnlichkcitsÜ- 
lue sovoU m den Kraisen üt und if,, ab ^if^ 
ond o nuthiu miifii sie auoh eine änfseie Aeho- 
lichkeitslinie der Kreise 31^ und sein , und 
als solche durch ihren äuTseren Aehnlichkeitspimkt 
gehen. Oder^ um sich hierren angensehehüi- 
eher in überaeugen, denke man sich ans dea Mit- 
telpunkten M^y der Kreise, nach irgend 
einer beliebigen Richtun^r^ T)is an die Gerade A^A^ 
Parallele M^N^y ^t^tf gesogen^ so Ter- 
haken sieh diese, Termüge der Aehnliehkeitspunkte 
A^ und A^j \%ic die Radien der Kreise; also, wenn 
,diese Radien durch U^y Mg, vorgestellt wer- 
den^ so verhält sich: 

JU.ßtt : üf, V, « Ä, : Äg (vermage^s) 
MtN, i M^N^ = J -Äj (vermöge A^), 
daher verhält sich auch 

woraus denn folgt (<§• 11, lY.), dafii die Cleraie 

N^N^ oder A^^A^ durch den AehnUchkeitspuukt 
4i der Kreise J/g, geht. 

Aehnlicberweise folgen die iibiigen drei Fülle. 
Also : ' 

I5 5>Von den sechs Achnlichkeits- 
puui£ten, welche zu drei beliebigen, in 
einer Ebene liegenden Kreisen^ paar- 
weise genommen, gehdren, liegen vier 
mal drei in einer Geraden, nämlich es lie- 
gen die drei äuTseren und jeder äuiserc 
liegt mit den beiden, ihm nieht zugehöri- 
gen inneren^ in einer Geraden;* oder mit 
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§. 13. Vom A«iiiilMlikeitspunkt.| .57 

andern Wolfen : ^^tl i c drei Kreise hiibcn vier 
^emeinsohaf tiipiie Aehulicht&eitsstrak- 
\my einen ftufserett und drei innere.** 

% Wem die drei Kreiee ioiibesendere aHe 
anfser einander lie^n., so schneiden sich ihre gc- 
. meinschaftlichen Taiii^enten in ibrcdi sechs Aehn« 
lichkeitBpiittkten 12, l.), so dafe also der 
Twstdiende Satz dloh aueh auf die Diurcluidiiiitte- 
' punkte der sechs Paar Tanecenten, welche die 
Kreise, paarweise genommeu^ gemein iiaben, über** 
' tragen iäf rt. 

% Wenn inebeeendere der eine Kieis^ etwa 
M^^ die beiden übrigen berührt, so sind die zwei 
Berührungspunkte zugleich entweder (§• 12, I, 2 
und 4«) g) die Aehnlichkeitspunkte vsaAA^^ oder 

nnd oder b) die Aehnlidikeitspiuikte 
uail oder und Z,, je nachdem er sie näm- 
lich (a) gleichartig^ oder (^) ungleic^hartig berührt 
(d» k. in Rüeksiohl; auf ftnfserliek und innerliob 
betfiliren); daker 'kann man aueh eagen (1): 
„Wenn irgend zwei Kreise M^^ von 
einem beliebigen dritten Kreise be- 
riikrt werden, so liegen die kwei Beruk- 
rnngspnnktc allemal mit dem äufseren 
(^^) oder inneren (/j) Aehnliclikeitsp uukt 
derselben in gerader Linie, je nackdem 
sie gleiekartig oder ungleickartig vom 
dritten Kreise berührt werden.* 

4, Wenn ferner insbesondere zwei Kreise 
einander gleich sind, etwa = Ü,, liegt ikr 
umerer Aekniiekkeitspunkt in der Mitte swi- 
sekcn ihren Alittclpuidklcn M^y M^^ und ihr äuläc- 
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rer Aehnlichkeitspunkt liegt unendlidi entfernt 
12, I, 7.)y 80 dafs also nothwendigerweiee die 

Axe ilfjJf 3 parallel gehen. Werden alle drei 
Kreise einand er gleich, so entfernt sich der Aehn- 
lichkeitsstrahl A^A^A^ in's Unendliche, und die 
dn» imierea Aehnüdikeitsstraiileii ' /i/,, /«Z^, 

/j/, , werden den Axen M^M^j M^M^y ^^^i 
parallel. 

II. Uebev die drm betradbteteii KzeiBe soll 
lileff- nur nodi eine Bemerkung^ in Beraig anf flufr- 

lieh liegende Punkte, hinzugefügt werden. Sind 
etwa ()| und irgend zwei ähnlich liegende Punkte 
m den Kidsc» und m Besog anf ilown 
finfeeren Aehnlicidceitspiinlct A^^ so werdoi sieh 
die Strahlen A^^^ und^^q^ in demjenigen Punkte • 
l|j schneiden, welcher jenen zwei Punkten in Be- 
mg auf die Aiahnlichkeitspunltte ii«, entspridity 
d. h., es sind ^^ und ^3, und heDefalich fihn* 
Hell liegende Punkte zu den Kreisen Jlf, und j>/ ^ ^ ^ 
ilfg und \ und eben so werden sich die 8trah- 
kn und I^^^ in demjenigen PmÜLte )>3 sefanei- 
den, welcher den swei Punkten q,, q^ üi Hrasidit 
der Aehnlichlceitsp unkte /g) A entspricht; die 
swei Punkte und ^3 aber werden allemal in 
einem Durcfaviesser des dritten Kreises lie- 
gen und gleieb weit yon seinem Mittelpunkie ab- 
stebeii. V^on der Richtigkeit dieser Eigenschaften . 
wird mau nuti;eist des Vorheigehendeu sich 
übeneugen. 



S* 14. Vom Ort dec gleidien Potenzdn. 59 

UL Von der Potenz bei Kreisen. 



A* Vom Ort der gleichen Potensen. , 

Sind in einer Ebene irgend zwei feste Pnnkte 
(Fig. 16.) gegeben und es Söll der Ort 
desjenigen Punktes N geionden werden, filr ml* 
dien der Unterseliied der^ Quadrate seiner Ab- 
stände Ton den zwei festen Punkten eine gege- 
bene Grefoe;, etwa » u*j ist, Isio dafs also 

Ä»* — Jir^JT* «■ «», 

80 ist der in Frage stehende Ort offenbar eine 
Gerade NQy weiche auf der durch die zwei festen 
Punkte bestinunten Geraden MM^ senkxecht steht 
und sie dergestalt thritt^ dafii auch der Unter- 
schied der Quadrate ihrer Abschnitte gleich jener 
^;egebenen GröTse ist, d. h., dafo a^ch 

ist Denn erföUt der Punkt N die gegebene Be^» 
dingung, so hat man, wenn man aus ihm auf die 
Gerade MM, das Lotli if Q falle^ Teimfige der 
rechtwinkligen Dreiecke ilTQitf' nnd ür^ATi : 

mithin 

Ha mm 'aber die Gmade MM^ ma in einem 

einzigen Punkte Q. so getheilt werden kann^ dafs 
der Unterschied der Quadrate der Absdmitte, das 
ist qM^ ~ 9Vt% eme gegebene Grd&e u* halt, 
so trifft also das genaimtc Loth iVQ die Gerade 
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MM^ allemal In dem nämlichen festen Punkte 
und iolgüch ist der Oft tob ilT eine feste Gerade 

Ob der Ptankt q .zwiseheii den zwei festen 
Punkten liege, oder jenseits derselben, 

hängt von dem gegenseitigen Yerh^tnifs der Grdfiie 
u and der Strecke MM^ ab, je nachdem nQmKoh 
u kleiner oder gröfser als MM^ ist. 

Denkt man sich um die Punkte ilf, JW, mit 
beliebigen Uadieu Ry lijreise beschrieben, und 
Terlangt den Ort des Punktes N für den besondeiD 
Fall, wo die DiflPerenz der Quadrate semer Ab- 
stände von jenen Punkten gleich ist der Differenz 
der Quadrate der Radien, also wo 

so wird, wm insbesondere die Kreise ' enumder 

sdmeiden, die gesuchte Ortsliuic NQ nothwendi- 
gerweise ihre gemeinschaftliche 8ecanfe sein, d. b«^ 
die wird durah ihre gegenseitigen Ihuehsohnittf- 
pmkte gehen. Denn für jeden dieser zwei Punkte, 
wenn man ihn mit iV bezeichnet, hat man: MN=R 
und Jlf,iV =3 welches offenbar der vorliegen- 
de% für iV festgesetzten^ Bedingung genügt 

Wenn aber die Kreise einander nidit sehnei-'^ 
den, so 'ivird auch keiner von ihnen von der Orts- 
linie Nq getroffen, sonderli diese liegt alsdann 
entweder zwischen oder Jenseits der Kreise^ 
je nadidem diese aufaerfoder In «inander 
liegen«. ' 



S* 15. 



Vom Ort des gleiohan Potenzen. 



Im Allgemeinen hat die Ortslinic JVQ ferner 
folgimde Bezielmng zu den zwei Kieisen'^ 

n) 9,Die aus irgend einem* Punkte der- 
selben an die Kreise gelegten Tangen- 
ten sind einander gleich^'' und 

S) y^Dieidurch irgend einen Punkt der- 
selben, welcher innerhalb der Kreise 
liegt (also im Falle^ wo diese einander schneiden), 
in beiden Kreisen gezogenen kleinsten 
Sahnen sind einander gleioh«** Und lun- 

gekchrt : 

c) yyJeder Punkt, welchem eine von 
diesen zwei Eigenschaften (a) oder {6) zuh 
kSmmt, Hegt in der Ortslinie NQ,^ 

Denn denkt man sich aus irgend einem Punkte 
iV der Ortslinie an jeden Kreis eine Tangente 
gelegt, bezeichnet die Berührungspunkte durch J7, 

und denkt sich femer die Geraden iMTV, M^N^ 
so wie die. Radien MB, M^B^ gezogen, so liat 
man renndge der rechtwinkligen Dreiecke MBJf 
und M^B^2^t 

NB^ = MN^ —MB^ = MN* — und 

Zufolge der obi^ Gleichung smd aber in diesen 
zweien die Differenzen rechts einander gleich, da- 
her muii» auch 

NB* » JVÄ.S oder 

sein, d. h. , es müssen die Tangenten einander 
gleich sein (a). Aehnlicherweise wird der zweite 
Fall {6) bewiesen. 

Die Ortalfaiie if 9 wfaed Tomöge dieser Eigen- 



sdiaft ^^diel^inie der gleichen Pötenzen% 
oder auch, in Ansehnng ihrer Punkte, welche aus- 
■ethaih der Kiei«e liegen» »»die Linie der glei- 
cken Tangenten^ der xvei Kirae gemnlBl» 

Leber die eigentlichen Griimle für die erste Be- 
nennung sehe mau die oben 2.) -emähnte Ab- 
handlmig Om Jfum./, Matkmm,)^ we dieser Cle<* 
genatand etwa« ansftlhiiieher behandelt if t. 

Wenn insbesondere die Kreise einander be- 
nihren, so ist die Linie der gieioheu Potenzen zu- * 
gleich ihre gemehuiGhalUiche Tangeate in ihren 
Berührungspunkte. 

§. 16. 

Betraiofatet man in einer Ebene irgend drei 

Kreise JW^, Jlfg, deren Mittelpunkte nicht in 
einer Geraden liegen, so haben je xwei derselben 
eine Linie der gleichen Potenae|i$ es aden N^Q^y 
Ns^s? ^t^i hesiehlich die Linien der gleichen 
Potenzen der Kreise und M^^ und M^^ 
Mg und üf,. 

Denkt man aieh den Punkt <|, in welchem aich 
rwei der drei Lini^ der gleichmi Potenzen, etwa 
die Linien JV^Q^ und N^Q,^^ schneiden, so hat 
dieser Punkt veimfige der Linie A^^t in d^ 
Kreisen Jlf| nnd ilf^, und venndge der Linie 
N^Q,^ 211 den Kreisen und iJfj gleiche Poten- 
zen — d. h., wenn der Punkt i| aulaerfaalb der Kreise- 
lieg^ so und die durch denselben griienden Tan- 
genten der Krebe und ilf^, so wie der Kreise 
Ml und iff], einander gleich, also Tangeute ^B^ 
n 9fix und qi^i n und wenn er inaeriialb 
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der Krase liegt, so sind die durch demelben ge- 
henden kleinsten Seimen der Kreise ßf^ und M^y 
so vfie der Krebe ilf , und M^y einander gleich — 
dalier, hat er aoeh den Kreisen und 
gleioiie Potenmi (d*' h« , die durdi ihn gehenden 
Tangenten oder kleinsten Sehnen dieser Kreise 
sind einander gleich^ näinlioh Tangente qB^ =^^3)9 - 
und folgUoh er in der su diesen Kreisen ge* 
hfitaiden dritten Qrtslinie JV^Q^, Der Punkt q 
heifst vermöge dieser Eigenschaft ^^der l^unkt 
der gieiohen Potenzen der drei Kreise.** 

Ans dieser Betmofatnng »geboi sieh folgende 
Sfttie: 

a) 9)Die drei Linien der gleichen 
Potensen JV^Q^y ^tßtj welohe la 

irgend drei Kreisen in einer Eh ene, paar- 
weise genommen, gehören, treflcn alle- 
mal in irgend einem Punkte q zusammen, 
nftmiioh im Punkte der gleichen Potensen . 
aller drei Kreise** Und inshesondere: 

L) 5, Wenn drei Kreise in einer Ebene 
einander schneiden, so treffen sich die 
dreiSecanten (oder Sehnen)| welohe sie, 
paarweise genommen, gemeirn hahen, al« 
lemal in irgend einem Punkte q (§. 15.).** 

e) ,,\V ünn drei Kreise in einer Ebene 
einander her&hren« so treffen sich die in 
den Berdhrnngspuakten a»^ tiie gelegten 
Tangenten in irgcml einem Punkte q." 

^ Schneiden die drei Kreise eioiander in einem ' 
Punkte^ so ist dieser offenbar mg leieh der Punkt 
ihrer (f^ckhen Potensen 4« 
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B. YoD der gpineiiiscbaftlicfaeii Poteoz. 

f. 17. 

!• !&elit man ans einem der beiden Aefanfieh- 

keitspunkte zweier Kreise iH, ilf, (^^tx. IB.), etwa 
ans dem äufseren Aehnlichkeitspiuikte uiy irgend 
eme die Kreise sebneidende Gerade jib^y so sind 
von den vier Schneidepunkteh sBirei nnd zwei, nte- 
lich a und a,, B und b,, ähnlichliegendc Punkte 
(§• 12, UI.)* Die swei Schneidepuidcte des einen 
Kreises buMm sidi aber nnt denen des andern 
noch in einer anderen Orilnuiif:; paarweise gruppi- 
ren, nämlicb a und b,, b und aj i jedes dieser 
zwei Paare soU yerlinfig nnäbnlicbiiegende 
Punkte beifsen. Ziebt* inan mm fener diireb 
denselben Aehnlichkeitspunkt ji irgend eine zweite, 
die Kreise scbneidende. Gerade Ab^^ so liegen ki 
ibr ebenfelk svei Paar nnSbnlicbliegende Punkte, 
nänüicli c und b^, b und c,, und es kann leicht 
gezeigt werden, dafs jedes dieser Punktenpaare 
mit jedem Paar unäbnlicfaU^enden Punkten der 
ersten Geradoi in irgend einem Kreise liegt, abo 
dafs sowohl die vier Funkte a, imd c, bj , als 
0, b| und b, als b, az und c, b, , als b, a. 
nnd Co in irgend einem Kreise li^en; n&nlidi 
wie folgt. 

Mau ziehe z. B. die Sehnen ac, bb, a,c,, so 
aind at und a«C|, als entsprechende oder abnlidi- 
liegende Gerode, parallel (f. 11, L nnd $. 12, III.), 
daher müssen die Winkel der zwei Vierecke abbc 
und üibbti paarweise gleich sein, und daher niufd, 
da das eratere einem Kreise lüf eingeschrieben' 

ist. 
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ist, auch das andere ciiicin Kreise eingeschrieben 
sein, d. h., die vier Punkte a,) (>, b, c, müssea 

■ 

iD irgend einem und demselben Kfeise liegen. 
Eben so folgt, da die Sehnen U nnd ^iC, als ähn- 
Ijchliegende Gerade parallel sind, dafs das Vier- 
eck abiibi einem Kreise eingeschrieben ist; a* s* v« 
Da die vier Punkte 6, hy tti, C| in eiiiem 
Kreise liegen, so ist in Rücksicht auf die Secan- 
ten Aby Ac,^ zufolge eines hekamiten Satzes (der 
Potens des. Punktes A in Bezug auf den Kreis 
.(aibCi, siehe die yorerwihnte Abhandl.^ 15.): 

Ah * Aai = Ab . ACi ? 
eben so folgt, da by^Cgy bz iu einem Kroise üe- 
fSm^ daTs: 

Aa . Ahl = Ab . -4c, ; 
und aus äiuUicheu Gründen folgt^ dafs: 

Aa • =s At • Aht und 

* Ah . A^M ^ ^ '^^ti 

und folglich zusaiiuneugefaf^t: * 

. Aa*Jibi ^^Ah.AcLx.^Ai^Aht ^Ab.Act* 

Da diese Gleichungen immer statt fipdfm, 
ureldie Richtung die schneidmid^ Geradai Ab^y 
Abt lii^hcu mögen, also immer statt finden, /wäh- 
rend dem man z« B. den Strahl Ab^ um den fe« 
sten Aehnlichkeitspunkt herumbewegt, und da ^ 
AehnUches in Bezug auf den inneren Aehnlich- 
keitspunkt / statt findet^ so bat mau also den 
folgenden Satz : 

„Zieht man aus einem der beiden 
Aebnlichkeitspunkte irgend zweier Krei- 
se My beliebige, die Kreise scbnei- 
dep4e StraJilen, so iiegen je zwei Paar 

£ 
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uiiahnliclillegencle Schneidepunkte, wel- 
<;be irgend zwei versoliledeneii Strahlen 
Mgehdren^ aliemal in irgend einem 
Kreis;?*' iind ferner: ^'^dae Reobtecli unter 
den Abstanden je zweier u nähnlichlie- 
jrender Punkte vom jedesmaligen Aehn- 
■liolikeitBpunis;! iet von beständigem In- 
halt, d. b., für alle Strahlen oder für alle 
Punktenpaare hat dieses Rechteck ei- 
nen und denselben bestimmten Inhalt.'* 

Dieser konstante Inhalt aller' Rechtecke wird 
^die gemeinschaftliche Potenz^ der Kreise 
JWj Ml in BeTiug auf den jedesmjaligen Aehnlich- 
keitspunkt genannt, und zwar ^^äufsere" oder 
„innere*? gemeinsehaffüche Potenz, je nachdem 
dieser Aehnlidikdftspmikt der fiufsere ji oder der 
innere / ist; und ferner werden je arw^ei im ähnlich- 
liegende Punkte, durch welche ein Kechteck be- 
stimmt wird, wie etwa a und ht^ „potenshal- 
tende**' Punkte genannt. {2wei potehzhaltende 
Punkte brauchen jedoch nicht in den gegebenen 
Kreisen selbst zu liegen, sondern nur in einem 
Strahl, nnd «war so, dafo das Rec)iteck unter Ih* 
ren Abstünden yom Aehnlichkeitspuhkte den be- 
stiiiiiiiteD kons taut en Inhalt hat, und dafs sie aiif 
einerlei oder anf entgegengesetzten Sei- 
ten des- Aehnlichkeitspunktes tteg^, je nachdem 
dieser jf oder / ist.) 

"II. Zum Behufe später folgender Aufgaben 
ist es wichtig, hierbei noch auf folgende Umstände 
ttüfin^ksam so mackenr. ' 

' ' 0a nämlich die vier Punkte (>, t>, üi ei- 
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Dem Kreise liegen^ so müssen die Sehiieii bb und 
.tt,Ci9 als gMeinselutftUoiie Sehpcn diesos Kretnes 
«und der gegebeneii Kreise M nnd'ilfx, einander 
in irgend einem Punkte q der geiiieinschaftlichen 
rSehne der letzteren Kr^ne schneiden {j^X^^b.)* 
,Au8 ähnliehen; Gründen müssen die. Sehnen (od(9r 
Hecanten) ac und 6,b,5 ab und b,t,5 6c und a^b, 
einander auf der gemeiasehaitlicbeu Bebne (oder 
-Secaate) der gegebenen Jbeise Mj sdam^ 
;dea. Entsprechendes findet in llficksiefat auf «den 
.ioaeren AeliDÜchkeitspunkt / statt. Also: 

)^Darchje zwei Paar potenzhaltende 
.Puakte^ welohe in den Kreisen seihst 
(aber nicht in emem und deiiiselken Strahle) lie- 
gen^ werden in diesen Kreisen allemal 
-awei solche Sehnen ^der. Secaatan) -he- 
«timmt, weleke einander in irgend einem 
Punkte ihrer gemeinäckaitliclien Secan» 
te schneiden.'* • • 



Drittes Kapitel* 

Lösung aller geometrischen Aurgaben mittelst de« Lineals,' 
wenn ein fester Kreis gegeben ist, 

* ■ ■■' # _ 

I. Durch die in den beiden Torhergoheudte 
Kapiteln enth^teocn Betrachtungen Uber Eigen- 
sehaften der Figuren* snid wir jmn in Stand ge- 
setzt, dem eigentlichen Zwecke dieser ^ Schrift, 

E 2 
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nftmlich der FoideniBgs ,,aUe geometrischen 
Aufgaben nur mittelst des iiineale zu lö^ 

sen, wenn in der Ebene irgend ein fester 
Kreis gegeben ist," zu genügen. Und twbt 
kemmt es iuerbei, wie sdion Ekigaiigs bemerkt 
ir(>rden (f • l.), lianptsichli«ii nur anf die Losung 
der nachstehenden acht Aukuben an. Die Be- 
imsgiründe, auf welchen die Hichtigkeit der zur 
LSsuiig' dieser Aulji^ben angewendete Konstmc* 
ti Glien beruht, werde loh, wenn sie in vorhergehen- 
den Sätzen enthalten sind, kurz andeuten, wenn 
«e aber in leichts», allgemein bekannten Eiomen- 
tatsätsen bestehen, mit StiUsehweigen übergehen. 

Tl. Nehmen wir also an, es sei in der Bbene 
irgend ein gezeichnet vorliegender Ivreis, so wie 
dessen Mittelpunkt^ welchev fortan durch M be- 
zeichnet werden soll, gegeben, und es sei nur der 
Gebrauch des Lineals, um zwischen gegebenen 
Punkten gerade Luden zu ziehen, gestattet j dabei 
sei man jedoch bereditigt, die gegenseitigen 
Diirchschnittspunkte des Hülfiskreises M und be- 
liebiger Gerader als unmittelbar gegeben anzuse- 
hen: so lassm sich die in Rede atehenden Au%ar 
ben wie fojigt 16seni 

♦ 

X 

Erste Aufgabe. 

,,Mit irgend einer gegebenen Gerii- 
den, durch jeden beliebigen Punkt^ eine 
Parallele zu ziehen." 

* a. Wenn die gegebene Gerade durch 
den Mittelpunkt des Hulfskreises geht^ 
Wi0 etwa aM6 (Fiq. 19.). In diesem Falle 
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liat iimii ia der Geraden unmitteibar drei Punkte, 
Diinlich die zwei Punkte a und 6, in welchen sie 
den Kreis schneidef, und den Hittelpunkt M des 
letztem, wovon der eiiic, nämlich My m der Mitte 
acwischen den zwei ührigen liegt, so dafs durdi 
deren HQlfe sofort, nä.ch'(§, 6, 1.), durch jeden 

. beliebigen Punkt mit €t6 eine PaitiUele gezogen 
werden kauo.^ 

6. Wenn die gegebene Gera'de dein 
Hülfskreis schneidet, aber nicht durch 
seinen Mittelpunkt geht, wie etwa cd. — 
Ziehe aus den Schueidepunkten c, ä durch den 

' Mittelpunkt M- des Kreises die Durchmesser eiMTc,, 
dMdgy 60 bestimmen deren andere Endpunkte 6*,, 
^1 eine 8ebne r,^, , welche mit der gegebenen 
cd parallel ist, und dnrch deren Ilulfe also sofort 

^der Aufgabe genügt werden kann (f. 6, III.). 

c. Wenn die g:egebene Gerade be- 
liebige Lage hat, wie etwa die Gerade 
e/l — 1. Ziehe aus raem' wülkiirlichen Punkte 
der gegebenen Geraden, etwa aus den Durch- 
messer aSgy lege durch einen beliebigen Punkt c 
der KreftBÜnie die Sehne ode mit ai parallel (a.), 
ziehe sofort die Durchmesser eMc^y dMd^y und 
durcb ihre Endpunkte t?,, ^/^ die Gerade d^c^f^ 
80 hat mau in der gegebenen Geraden drei Punkte 

^ gyjy vovon offenbar der eme^ gleich weit 
•von den swei übrigen ^tfemt ist, so dafs man 
sofort ilurch jeden beliebigen Punkt mit dieser 
Geraden eine Parallele ziehen kann (§. 6, I.)* -«^ 
Oder 2« Ziehe ans zwei beliebigen Punkten 4 
der gegebenen Geraden die Durclauu&ser hc^c^ 
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^ * 

idd^j und durch deren Endpimkte die parallelen 
Sehnen ede^y d^e^f^ die der Geraden in denPtank* 
ten €^ y begegnen; aus diesen Punkten siebe fer- 
ner die Durchmesser emc^^ finf^^ welche jene Seh- 
nen vsk e^yf^ schneiden, so wird die Gerade c^f^ 
der g^fdlMnen Geraden 0f parallel sein, und man 
kann sofort durch jeden beliebigen Punkt mit der 
letzteren eine Parallele legen 6^ III.). 

Anmerkung. 1) Der dritte Fall ist 
aUgemem, er umfcTst ancb die beiden Torberge- 
henden Fälle, so wie auch den besondem Fall, 
WO die gegebene Gerade den Kreis berührt. 

2) Sollten mit mebreren gegebenen Geraden . 
'dnrch gegebene Punkte Parallele gezogen werden, 
80 wiirde man am zweokmäi'sigsteu veriahren, wenn 
man irgend eben Durdunesser ah^ und sofort zwei 
gleiebweit Ton ihm abstehende und mit ihm paral« 
lele Sehnen cd^ c^^/, zöge, weil alsdann diese drei 
Faralleleu offenbar in jeder Geraden (mit weicher 
sie nicht etwa zuftUig parallel wären) drei Punkt^ 
wie etwa g und bestinunten, wovon der eine, 
in der JUitte zwischen den zwei übrigen läge* 

Zweite Aufgabe. * 

„Wenp in einer Geraden irgend eine 
begrenzte Strecke gegeben ist, so soll 
man a) eine andere Strecke finden, wel» 
che ein gegebenes Vielfaches von jener 
ist; oder b) die gegebene Strecke in ir-> ' 
gend eine gegebene Aniahl^ gleicher 
Theile theilen$ oder endlich c) eine an«!* 
licre Strecke finden^ wel<^he zu der gege- 

• 

h 
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benen irgend ein gegebenes, ralionalee 

Verhältu il tj hat." 

Mau ziehe mit der gegebeueu Geraden irgend 
eine Panülele (erste Aufgiübe), se kann sefort die 
vorgelegte Aufgabe^ na^ Anleitung von (§. 6, lY.), 
gelöst werden. . 

Dritte Aufgabe. 

,,Aiif eine gegebene Gerade, dureh ir* 

g€ud einen pee ebenen Punkt, eine an- 
^dero Gerade reoiitwinklig zu ziebeu." 

A* Mittelst Paralleler. 

a. Wenn diegegebeixc Gorade irgend 
ein ilurehmesser des Hülfskreises is.t, 
wie etwa ad (Flg. 19.). — Blan snebe irgend eine 
* mit dem gegebnen Durchmesser parallele Sehn^ 
cd (§*, Q^ h)y ziehe sodaun den Durchmesser ^//i^i^ 
und femer die Seüme^cdjy so wird diese zu deni 
gegebenen Dorehmeeser aS re'ditvinklig sein und 
von ihm im Punkte /b gehülftet werden; man bat 
daher sofort nur nothig> durch den gegebeneu Piinkl 
mit der Sehne eM^ eine Parallele sn siehen (f. 6^ . 
1*), um 'der Angabe zu genügen* 

Um insbesondere dcujuni^eu Durchmcssäcr zu 
hnden^ welcher auf dem gegebeneu ad seulurecbt 
steht, denke wm sieh die Geraden acy bd gezogen 
(naeiidem man zuvor mit mb parallel gelegt iiat)| 
lege dufcli ihren Durchschnittspunkt und durch 
den Mittelpunkt M eme Gerade^ so ist diese der 
verlangte' iDurehmesser; ebeu so:sebneidian sieh die 
Geraden ad^y ^e« auf dem^esuehtenDuiclunesser« 
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b. Wenn die p:e£rel)eiie Oerade den 
Uülfs kreis schneidet, wie ctwac — Ziehe 
die Durchmesser ee^j dd^ vaaA sedami die Sehnen 
edj^ eie^j se werden diese letzteren zo der gege- 
benen Oeraden cä recht\iiiiküg und mithin unter 
sich parallel sein $ daher wird der Au%iübe genügt, ■ 
wenn man dordi den jedesmaligen gegebenen Pnakt 
mit jenen Sehnen eine raialleic zieht (§. 6, III.). 

c. Wenn die gegebene Gerade den 
Hfilfskreis nicht schneidet) wie etwa 0/1 
— Zidie irgend eine Sehne der gegebenen Ofota^ 
den ef parallel (1. Aufir.)? es sei etr^a dc^ eine 
solche Sehne^ sodann ziehe die Durchmesser dd^^ 
fj^e» and dann weiter die Sehnen ed, d^e^y so sind 
diese sn dier Sehne dcj y und mithm auch zu der 
gegebenen Geraden ef, senkrecht^ also parallel, 
und daher wird der Aufgabe genügt, wenn num 
sofort durch den gegebenen Punkt nnit den Sehnen 
cdy d^c^ eine Parallele zieht (§. III.). 

Der gegebene Punkt kann, wie- leicht su se» 
hen, in allen drei Fällen (af), (b.)) (c) liegen wo 
man will, m Aet gegebcMi Geraden selbst, odmr 
aufscrhalb derselben. 

Bf Mittelst harmonischer Eigenschaften. 

a. Wenn die gegebene Oerade Durch- 
messer des Hüif skreises ist, wie etwa ad 

k , 

(Fig. 20.), '-^ «• Der gßgeb^ Punkt liege aufsei^ 
halb des Hulfskr^ises, wie etwa p. Ziehe doroii 

den Punkt p und durch die Endpunkte des Durch- 
messers u6 die Geraden pa^ pby die den Kreis zum 
zweiten Mal in e, «f» s^eid^, und siehe die Ge- 
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raden ctd^ die sich in irgend einem Punkte 
sclmeideii, bo wnd die Geroda pp^ die Twlan^ 
Mein« D<nui da oßh und adh ledhite Winkel eind^ 
so sind p^c und 7?^, in Hinsiclit des Dreiecks 
ewei aas den Ecken auf die Gegenseiten gefällte 
jLotfae, und dab«r mnfs ah das ans der dritten 
Ecke auf die Gegenseite gefällte Lotii sein, weil 
alle drei Lothe sieb, in einem und demselben 
Ponkte ^ .schiieiden müssc^i. Der ^Beweis folgt 
aneh aus hannonisdien Eigensohaften, zu wekhem 
Ende man nur noch die Gerade csd ziehen mufs 
(§. lü.). Liegt insbesondere der gegebne Punkt 
in dem gegebenen» Duvehmesser^ wie etwa so^ 
«leiie man duFeh Ihn irgend eine den Kreis sefanei- 
dende Gerade ref^ ziehe ^veiter die Geraden ae 
* und bf^ uf und be^ die sieh in -den Punkten 
schneiden, legis durch diese die Gerade qq^ , die 
den gegebenen Durcliincsser ah in * trifft, icij^e 
durch diesen Punkt 9 eine beliebige Secante csd^ ' 
liehe sofort die Creraden m und dby aä und eb^ 
die sieh m schneiden, nnd siehe endlidb die 

Gerade ppi-^ so wird diese der Aufgabe genügen. 
Die Uichtigkeit dieser Konstruction folgt aus 10^ 
UL und IV*); a&nlidi es ist ni* bemerken, daTs 
die Harmonische des Punktes r, und prp^ die 
Harmonische des Punktes # ist, u. s. w. — Der 
gegebene Punkt liege innerhalb des Hulfskreises, 
wie etwa q. Man ziehe die Creraden aq^ bq^ die 
den Kreis in schneiden, ziehe weiter die Ge- 
raden af^ be^ die sich in ^, schneiden, so ist t/q^ 
die wlangte Gerade. Ist # der gegebene Punkt, 
so ziehe man durch ihn eine beliebige Sehne cMd^ 

■ 
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lind sodBiin die Oeradei\^ ae und dö, ad und cr^, 
die sich in py sdmeideiiy ziehe ferner die Ge- 
rade ppxy Durdbmesser In r trifft, log« 
dnrdi diesen Punkt eine beliebige Secante ref^ 
und ziehe weiter die Geraden ae uiul Iffj und 
die sich in flchneiden, so wird die Ge* 
mde ^ Fordemng genügen, d. ii., eie vir^ 
in dem gegelicnen Pnnkte ^# aiif dnn ge^benen 

Durchmesser aö senkrecht stehen. Alles beruh|. 
auf ähnlichen Gründen, wie yorhin (a). 

b. Wenn die gegebene Gerade belieb 
bige Lage hat, B. sie .sei pp^ (.oder ^^i)^ 

'^'Hf^ll suche ilircii harmouischen Pol * (oder r) 
in Bezug auf den UülijBkreis (4* 10 y iV»), ziehe 
den dnrdi denselben gebenden . DurcfanieaBer 
(eder Jüir), so steht dieser aiif der gegebenen Oet ' 
raden pp^ (oder i/^,) im Punkte r (oder ä) senk- 
reebt) man suche weiter zu diesem Punkte r die 
Hannonische ^y, «ehe sofort y«, und femer a»y 
6j^y die «oh k tr sdmtite, so urird der Doioli^ 
messcr pM der gegebenen Geraden p^^ parallel 
sein, und man hat sofort nur auf ihn aus dem ge^ 
. gebenca Punkt ein lioth zn "fiUlen, nMi (a), usi 
der Aufgabe zu geniigen. Für die Gerade ist 
die Lösung etwas einfacher, wie man leicht bemer- 
ken wird. 

i _ 

Vierte Aufgabe. 

„Durch einen gegebenen Punkt eine 

Gerade zn ziehen, die mit einer ^egebe- 
, nen Geraden einen Winkel eiusühlicfst, 

4 > - . 
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welcher einem gegebenen VVinkel gleich 
ist** 

Es sei AmC (Fig. 21.) der gegebene Winkel, 

£J^^ die ij^egcbene Gerade und ct^^a der gegebene 
Punkt. — Man ziehe die Durchmesser ad^ cd den 
Sdienkeln des Winkels paraUel (1« Aq%»)j so 
dafs Winkel mMe » AmCy «ad fener den Durdi- 
inesscr rf der gegebenen Geraden EF parallel; 
sodann sdebe man weiter die »Sehue cej und durch 
a die Sdme ag mit ihr paiaUel, und fmier den 
Ikwcfamesser gA^ so ist Bogen ae » ge^ und mit- 
hin Winkel gMe = aMc = AmC^ dtilier ziehe man 
endlich durdi den gegebenen Punkt p mit ^ dem 
Durchmesser gM/k eine Parallele p^^ (f. 6^ I.)f so 
wird p^E (» gMe AmC) der Terlangte Winkel 
sein. Züge man die Sehne aey statt ce, und durch 
e mit ihr eine parallele Sehne n/s* w., so würde 
. dian denandem Winkel eriialteii, wdioher ebenftüls 
der Aufgabe genügt, und veldier nach F hiny statt 
nach £ hin^ gekehrt wäre. 

Ebenso vhrd die Aafgabe getöst^ iroHD msbe- 
^sondere der gegebene Paukt in der gegebensD Qe- 
radeü £E selbst liegt, wie etwa d. h. wenn die 
gewöhnliche Aufgabe gestellt wird : An eine ge- 
gebene Oerade MF, in ewein gegebenen Punkt 
einen Winkel anndegen, welcher einem der Chrdfse 
uüd Liä^e lidcli gegebenen W inkel ^Jy/iCgleiciiist.'' 

Fünite Aufgabe. 

„Einen gegebenen Winkel a) «u hftif** 

teu, oder b) beliebig oft zu vervielfa- 
chen.'' — • 

r • 

I 
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Fall a. Es nei AmC (Fls^, 21.) der gegebene 
. Winkel. — ZieLc die Diurclimesser al^ cd ileii 
SohaikelD mAy mC des Winkeb parallel ^ so dafo 
Winkel aMe = AmC ist; ziebe sofort die Sehne 
ad (oder e^) und durch den Scheitel des gegebe- 
nen Winkels die Gerade mn mit ad (oder c6} pur 
nUlel, so wird im den Winkel AmC iiäUiten. 

Fall b. Dieser Fall kann dureh Hülfe der 
dritteu Aufgabe nach Anleitung von 9.) erle- 
digt werden, Uier liefse er sieh ubr^ns noch 
auf andere Weise bewerkmtefiigeDji dessen ioh nuidk 
aber enthebe^ weil er mir picht als dehr wei^cntiich 
erscheintf 

Sechste Aufgarbe, 

,^ Au einen gegebenen Punkt eineGe-. 
rade zu legen, welche einer der Gröi'se 
und Lage nach g^eg ebenen Cr er a den gleich- 
ist** 

Es sei Mj^a^ (Fie:. die gegebene Gerade, 
und et^ra M2 der gegebene Punkt. Sollen viele 
Oerade mgleicb an den Punkt gelegt werden, 
die der gegebenoi Strecke M^&^ gleich ifind, so 
scheint das folgende Yerfaliren am zweckmäfsig- 
steu zu sein. Zum leickieren Verstäiidnifs ist 
jedoch zuvörderst noch zu bemcrkeii) d^fs die 
. £ndpunkte aller Geraden, weldhe der Aufgabe ge- 
nügen^ offenbar in einem Kreise il/^ liegen, dessen 
Halbmesser der gegebenen Strecke i^l,«, gleich 
Ist« Dieses leitet daher daranf, den Punkt iUTs und 
den einen Endpunkt der gegebenen CSeraden, etwa 
M^y als Mittelpunkte zweier gleicher Kreise anzu- 
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sehen, deren Radien nitmUch der gegebenen Strecke 
Jlfta, gleich siad, um sodann, durah die gegensei« 
tige Beziehung der drei Kreise JW, ilf,, M^^ und 
zwar namentlich durch ihre Aehiüichkeitspunkte, 
die Mittel m finden^ durah ^eren Hälfe der Tor^ 
gelegten Aufgabe genügt werden kann* Zu diesem 
Endzweck stelle man sich unter und /g, 
und A^« A und J l)eziehlich die Aehnlichkeitspunkte' 
der Kreispaaro M and M^j M and , . Und 
ilf^ yor* Da die Kreise gleich sind, so 

liegt ihr innerer Aebnlichkcitspunkt / in der Mittfe 
swisohen ihran 'Mittelpunkten M\y M^^ nnd ihr 
SuCBcrer Aehnlidikeitspunkt A ist unendlich enl^ 

femt ($. 12, I, 7.), mul es nuissen die Aeluilicht 
keitsstraliien A^A^\A\^ i^I\A\ mit der Axo 
M^M^ parallel sein (4« 13» I, 4.). Hiernach kann 
die vorgelegte Aufgabe wie folgt gelöst werdem 
Man ziehe die Geraden MMg^ MM^ und 
M^M^\ ziehe femer den Ikirahmesser a6 parallel ^ 
der gegebenen- Gemdeto M^a^ , nnd sodann dio 
Geraden ^Jt^ Avelche die M^M in A29 ^2 

scimeidon; hiernnf ziehe man weiter durch den 
Punktes, mi M2Mi parallel, die Gerade ^a^,^ 
die der M^M mA^ begegnet, und ziehe ferner die 
Gerade ^,^2, welche die M^M2 in / trifft, und 
endlieh die Gerade lA^^ welche die MM^ in 1% 
schneidet*); so sind alsdann die Punkte /, die 



♦) Um die Punkte A^, /j zu iiiiden , kann man auch, 
zufolge der obigen Vorbereitung, statt durch A , die.^^^i» 
durch I2 <lie l'i^x luitMji^If parallel ziehen, wo man so« 
fürt durcli die Gerade Agl^ deu Puukt und durch die 
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Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise M^y wovor 
letztere die gegebene Strecke M^a^ zum Halb- 
MMer bat* 

. Naeh dieflcn Torbmitnafpra ib^ es buh leieht, 

an d^tt Punkt so viele Gerade anzutraben, als 
man ^illy die der gegd^nen Strecke M^a^ gleich 
sfaid* DcM Hiebt ^niaii im Häl&kraBe irgend ei- 
«Hi.Illmbniemer, "wie z« R (velcbar aber niebt 
mit M^a^ parallel 7X\ sein braucht), verbindet seine 
£kidiiimkte If mit den Funkten A^^ durcb 
'OiBKadö A^0 tmd 6J^^ A^i vmk a/^, fla sebneidea 
akbidiese in z^ Pmiktai' o^v woTcmjed^ 
um die gegebene Länge ü/ja, von dem gegebe- 
nen Punkte M^- abstebt, und zwar liegen diese 
drai Punkte a^, Jf,, ^2 bi emer Geraden ((.12^ III.). 

Ist aber die Richtung der anzutragenden Ge- 
laden gegeben, ist z. B. eine durch gebende 
Qaiade gegeben^ in waMier aie liagen a^ oder 
iat iigand aina Gerade gegeben, walcher sie pa- 
rallel sein soll, so innfs man zuerst den mit die- 
ser. Geraden parallelen Durchmesser des Hülfe- 
krttsea M »eben (1. Au%,)» und sodann eben so 
verftiiren wie Toridn. 

,* ' ' 
Siebente Aufgabe. 

9^1>ifl gagenaeitigan DurcbaeJinUMr 
pnnkte einer, gegebanan OeTadeH uAd el- 



Cicrade 11^ clen Ptinkt erhalt; oder man kann drittens 
zuerst die Mitte / der Gieraden M^Af, »uclien (2. Anfj^.), 
und dann mitteltl der Geraden ll^t ^e PujtkU /ij» 
li tindea. ' ..•,,'.< ' , . . • 
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ncs (lor Orofse und Lage nach ^egebe* 
benen Kreises (weicher abeir niob-t ge» 
seichHet'Torllvgt) s^ffnden.*' 

/Es sei (Fig. 33.) die gegebene Oerade, 
ilfj der Mittelpunkt und etwa ilf,«!^ der liadius 
des gegebenen Kireisee. 

Die vofgelegte- Aii%abe kann dadnnili g^elM 
werden, dafs man die Aebnlidikeitspunkte I 
der zwei Kreise My koDsiruirt^ und sodann 
diejenige Gerade: G sneht^ wellte zu dem.Hüil^ 
kreise in Ainuteng des einen oder andeni 
Aehnlichkcitspunktes^ ähnliche Lage bat wie die 
gegebene ijrerade zu dem Kreise Mj y deim 
akdann müssen die Divchsobnittspunkte-^, A der 
ersteren (G nnd M)'y den BtirolisdmiltBpQnkteR 
g^,, der letzteren ((^, und iWT,) entsprechen, 
oder mit ihnen ähnlichliegende Punkte sein, so 
dAfo diese (g^^ midist j€iKm'{gf A) sofort 
geteden werden. Diesem alles geschieht aber wie 
folgt. 

Man ziehe den Durdimesser mit dem ge- 
gebenen Radius M^üi poraUel^ »ehe ferner die 

Axe JOfi nebst' den C^eraden' a^a, a^d, weldie 
< die Axc in den Aehnlichkeitsflunkten / schnei- 
den (§. 12, Man Ycriängere den Radius a^M^, 
bis er die gegebene Gerade in IriffI, Und 
^siehe i^odann'den Strtdil j4ej,'der«dem Durcbmes- 
' ser rr/ß in n bcgcjmet , so sind o und e, zwöi ähn- 
iichlic^eiide Punkte^ in Bezug auf den.aulseren 
Aefanliehkeitsjrtuikt A (weil mSf^ i»iM^ öhnliddi»- 
gende Geritde sind IL))- Nun ziehe man fer* 
ner im üülfskreise einen beliebigen Durchmesser 
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de^ lege dieOeffadcii^, dl^ die steh in idiiiei- 

den (oder die Geraden Ad^ cl^ die sich in </, 
Bchneiden), ziehe jdea piurchmesser ^,il/x (oder 
<l,i9/,)>' der jenem de entsprieht, nlao mil üim pa> 
rallel ist^ und der die Gerade in y*, sdneidet^ 
und ziehe endlich den Stralii Af^ , welcher dem 
Durchmesser de in ^begegnet, so 'sind y and 
ebenfalle aknU^illQgäide Punkte in Beug onf den 
Aehnlichkeitspunkt^ Daher sind die Geraden 
ef^ e^fx oder 6r, €r , , in Bezug auf den Aelin- ' 
lidikiiitspiaikt Ay HKnliiifaliegwid (§« 11, und 
ebenso die Pnnkte g nnd g^^.k niid At, in wdUshen 
sie die zugehörigen Kreise ilf, M, schneiden. Man 
ziehe demnach weiter die Gerade efy die den Kreia 
Mhk k sduieidet^ «nd aodann die Strahlen Ag^ 
- JAy '80 tefPen^ diese die gegebm Owade in 
den in der Aufgabe verlangten Punkten g'^ , A , . 

Anmerkung. 1. In Hinsicht der gegensei- 
tigen Xiage des Kreia^s M und der Geroden Q 
sind drei Fälle möglich^ nSmlidi entweder 1) schneid ^ . 
den sie sich in zwei Punkten, oder 2) sie bcrübreu 
aich in einem Punkte, oder 3) sie treifen einander 
gar nioht; in jedem dioeer drei Fälle findet dann 
offenbar in Hmaioht der gegenseitigen Lage des 
gegebenen Kreises iT/, und der gegebenen Gera- 
den 6r, ein Gleiches statt. 

2. Wäre der Radius M^at anfällig mit der 
gegebenen Geraden parallel, so wfMe der 
Punkt 6?, unendlich entfernt liegen, und alsdann , 
wäre es bequemer, statt seiner irgend einen ande- 

Punkt in der Konstmetioii m gebrandieDi, der 
Bämlidli auf dieselbe Weise^ wie der Punkt fier* 

vör- 
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vorgebracht und benutzt würden ' Bei Anwendun- 
gen auf demFdde würde nur Befoemlioiikeit andk 
ßthm m dem FAlIe em anderar Punkt m Bfilfe 
genommen werden ^ wenn nur der Punkt sehr 
entfernt lage^ d* h» schon wenn die Geraden a^M^ 
und sdup spitzen Winkel bildeten. 

> 3* So wie man dmdk Hülfe des fiofseren AeLn- 
lichkeitspunktes A die zur Lösung der Aufgabe 
nothige Gerade oder Sehne gA^ konstrabrf; 
haty eben so kaan man iniltebt des nmerai Aebn^ 
fichkeitspunktes / eine Gerade H hervorbringen, 
die in Bezug auf denselben der gegebenen Gera- 
den entspricht) und wo man aladann mittelst 
sweier durdi / (and dmroh dieDnrdiscfanittspunkte 
iler // und des Ilülfskreises My die nämlich die 
anderen Endpunkte der durch g*, A geüeuden Durch« 
messer des Kreises M sind (f« 12^ tlL)) gehen- 
• den StraUen die nämlichen gesnditen Punkte 
/ij findet, wie tlort . K8men daher bei einem prak- 
tischen Falle 9 etwa auf dem .Felde ^ Brndemisse 
vor, wäre s. B. die gegebene Gerade nicht 
überall zugänglich, sondern wäre sie nur diu'ch 
zwei Punkte^ etwa durch nndy^,) gegeben, die 
80 ^lügen^ dais man nicht dem einen bis m 
dem anderen h inse he n ktaite^ so wfirde man auf 
die angegebene Weise beide Aehnliciikeitspunkte 
A und / zugleldi benutzen, um jeden der beiden 
gesachten Punkte g^y ab Duohscfarntt^mikt 
«Weier Strahlen, wovon der eine dureb A und der 
andere durch / ginge, zu erhalten. In diesem 
Falle müfiste aber der Gang der Aufidsung etwas 
geSndert weiden, NSndichman wfirde zaerstdurdi 

F 
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die gegebenen Punkte c,, y*, die Durchmesser 
c^M^yJ^iM^ sieben, sodami mit diesen parallel die 
JhffdbMster o^» dif» und dann wäre von d» an daa 
Weitm wie nvor. ' ^ 

4. Wenn der gegebene lladius i>/jö, insbe- 
sondere in der Axe ^IM, läge, z. B.^ wenn er 
M^kt wire^ wie siqfstö dann bei der Ldrang Ter? 
lUnren weiden I Em äknliclier beiondever Fall 

kaim bei der vorhertreheiulen Aufgabe eintreten, 
wem nämlich die daselbst gegebene Strecke M^a^ 
m d«r Riektnng i^;ettd efam Dnrchmeasen den 
EM&kveisea Jlf liegt, and Aelmlielies kann bxtmt 
bei der nachfolgenden Aufgabe (8. Aufgabe) statt 
finden. Die Lösung dieser besondern Fälle wird 
den iiiebhabem lur Selbstubong überlaaaen. 

Achte Aufgab^. 

„Die gegenseitigen Durchschnitts- 
piinkte zweier gegebenen Kreiee sn fin« 

den.** ^ 

Erster Fall. Wenn der eine Kreis gezeich- 
net vorliegt, nämlich der Uülfskreis M selbst is^ 
und der andere Kreis ^ nur der Qröfge und Lage 
nach gegeben bt. £e an B. J»f, (Fig. 18.) 
der Mittelpunkt und Mj)^^ 'der gegebene Radius 
des zweiten Kreises* 

Bei der Losung dieeea Fallea kommt es o^ 
fimbar darauf an» die gemeinaehaftliehe Seoiant» 
der zwei Kreise zu finden, weil diese sodann auf 
dem Hüifskreise unmittelbar die gesuchten Punkte 
^ giebt Dieeee kami^ anfolg« (§. 17»), unter 
andern auf naehstebcnte Weise gesehelien. 
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Man ziehe im Uülfskrelse M den Durchmesser 
bc dem gegebesea Radius itf,&i parallel, ziehe fer- 
m(ü üe Ax0.iirJlf| nefoat den defaden b^i^ httj die 
jener in den Aehnlichkeifspunkten Ay I begegnen, 
ittid den Kreis M zum zweiten Mal in a, e schnei- 
den $ mm siehe man weiter den Strahl ^c, der den 
Kreis M mm cweiteii Mal in b uid den T^langep^ 
ten Radius b,7*f, in c, trifft, welcher letztere Punkt 
;uigleich im Kreise liegt; sodann ziehe man 
ferner den Dmrobmesser af, und sofort die Gerade 
f/, die dem Strahle im Punkte begegnet, 
\Felcher zugleich dem Kreise JW, angehört (§. 12, . 
III.): so suid alsdann sowohl die zwei Punkte a 
und als b und als b und potenzhaltende 
Pmikte in Besng auf den Aehnlidikettspnnkt A 

17^ I.) ; zieht man daher w eiter die zwei Piiar 
Sehneu ab und b^Ci (diese verlängert)) 6b und a^c,, 
welehe sieh in (»^ <| schneiden 9 und sieht endlicdi 
die Gerdde pq, so ist diese die gemelnsdiaftliche 
Secante der gegebenen Kreise (§. 17 , II.), und 
schneidet den Uüitskreis M in den in der Aufgabe 
girfarderten Punkten r> 9» 

Anmerkung. 1. Wiirde anfser den vorans« 
gesetzten Beschränkungen der Hülfsmittel noch 
die Bedingimg hinzugefügt, man solle von dem 
Kreise . aufser dem Punkte b| (und dem Mit- 
telpunkte ilf,) kemra anderen Punkt baiutzen, 
wäre diefs etwa durch irgend obwaltende Hinder- 
nisse bedingt, so könnte man der Autgabe mittelst 
des andern Krdses M allein onter andem vie 
folgt genügen. Nachdem man, auf dieselbe Wmse» 
wie vorhin, mittelst der Geraden b|b, die Aehn- 

F2 
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> Hdikeitspunktc so wie <lic Schneid epunktc 

e gefimden bfttte^ fände man mittelst des StrahUi 
At den Pimkt h ond mittelst de« Strahls (/ dm 
Piuikt ^; sodann mittelst der Sehnen ab tind 
den Punkt p, und mittelät der Sehnen ag und be 
den Ponkt t$ und alsdann lägen diese Pwikte t 
in der gemeinschafiiücheii Seeante t$ der MdcD- 
e;ogcbcnen Kreise Jf, M^, Die Gründe, auf wel- 
chen die Riobligkeit dieses VerÜEthrens beruht, 
sind leicht auizufinden (2s Kapit). ' . . 

% Wenn die gefimdene Omde m den KxeiB 
M nur berührt, oder ihn gar iMit trifft, so zeigt 
diefs an^ dals auch der Kreis ihn berührt, oder 
ihn gar nieht trifft. / 

Zweiter Fall. Wenn die cwel Kreise blofii 
der llrüfsc und Lage nach gegeben siud. Es 
seien z. B. iHf«, (Fig. 24.) die Mittelpunkte, 
und etwa M^a^^ JtfsC^ die Badien der swei ^gege- 
benen Krrise. 

Dieser Fall kann unter andern dadurch gelöst 
werden, dafs man die gemeinaciiaftliche Secaate 
der beiden gegebenen Kreise konstnurt, und so- 
dann die gegenseitigen Dnrofasdmittspunkte dieser 
Seeante und eines der beiden Kreise sucht. Die- 
ses kann z. B. wie folgt geschehen. 

Man siehe im Httl&kreise M dieDorehmesser 
n^, ed den gegebenen Radien M^a^j M^Cr, paralp 
lel, und suche sofort die Aehnlichkeitsp unkte A^ 
und A^ und der Kreispaare M und M^^ 
mt und üff* Hieranf konstraire man» durch Hftlfe 
der AehnHdikeitspunkte A^ und f^y den mit ed 
und ^also auch mit e^ilfg, paraUden Durchmesser 
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c^d^ des Kreises (§. 12, III.)? und bestimme 
gleioberwetse de» xweitei|£iidpiiiikt desDurch- 
messen e^M^, Sodann vxlke man die Oeraden 

c^c^j d^d^y welche den Radius n^M^ iu e^^f^ 
acbaeideii; und ziehe ferner die Strahlen A^e^^ 
A^fiy welche dem OnrobmesM^r aSib in /* be- 
gegnen, und wo e nnde^, f^^^fx äfanlicbliegende 
Punkte zu den Kreisen iW, in Bezug ?iuf den 
Aebnlifihkeitspunkt A^, sind. Man ziehe weiter 
die Chnnden ee^ df^ wekbe den Hülf skreis Jlf 
(mm «weiten Mal) in A sdineiden^ und lege 
sofort die Strahlen A ,g und A^h^ A^g und AJi^ 
welche den Geraden c^c^^ d^d^ beziehlich in den 
punkten and hi^ und bc^gnen, so lie- 
god diese Punkte «gleich auf den Krdsen ilfi^ 
Jfjj, und awar sind sowohl c, und als und 

als dx und h^^ als hx S2 poteu4iultende 
Punkte dolmlben m QeaEug auf ibi^ai fioflBerai 
Aehnlichkmtspunkt {A). Dedd: man sich also 
weiter die Sehnen (^'lAi), (g^^iz) gezogen (um die 
Figur nicht zu überfallen, sind diese und einige 
folgende JLlnien nicht wirklich gesogen worden), 
und beEeichnet die Punkte, in welchen sie bezieh- 
lich die Durchmesser c^d^^ c^d^ schneiden, durcli 

und zieht endlich die Gerade (pq), so ist diese 
die gemeinschaftliche Secante der Kreise itfi^ 
(§. 17, II.), und es ist sentit die yorgelegte Auf« 
gäbe auf die vorhergehende (7. Aufg.) zurückge- 
bracht, i^dem nyjiuiehr nur noch die gcgcns ewi- 
gen DurchschnittBpiinkt«^ der Geraden und ei- 
nes der beiden Kreise, etwa des Kreises M^^ zu 
Huden nöthig sind. Dieses kann aber viiitlelst der 
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bereits TorLandenen HQlfslinien sehr leicht ge- 
schehen* Nämlich man siehe die Strahlen {^2^}^ 
(^^q), nenne die Punkte, In welchen sie der Sehne 
{g/i) und dem Durchmesser cd bczieklicii begeg- 
nen^ {f/) I ziehe -weiter die Gerade {p^), nenne 
die Punkte 9 in welchen sie den BiUfsiareis M 
.sehneidet (r), (#) imd ziehe endHeh die Strahlen 
(A^r), (^3*), so werden diese diu (ierade (pq) in 
den der Aufgabe genügenden Funkten ^ treffen. 

^ Mehrere andere Anfl^snngsarten der Tcrlier 
gen Aufgabe übergehe ich hier, weil kehie auia- 
chcr istj als die eben beendigte. Die eine besteht 
z. B. darin, dafs man die Linien der gleichen l*o- 
tmizen (od<»r gemeinschaftliehcn Secantep ) • der 
Kreisiiaare M und Jlft, ilfund Jlf, sucht (IrFall), 
und aus ihrem Durchschnittsp unkte (q) auf die Axe 
MgM^ ein Loth fallt, iielches alsdann die ge- 
meinschaftliche Secante der Kreise Mt^ ist, 
II« &• w* 

f 19. 

Schlafs beul er kun(^. 

Dafs nuninebr alle geometrischen Aufgaben, 
fan engeren Sinne genonnnen, sich in der That durch 
Hülfe der Torhergehendmi acht Aufgaben IB.) . 
hehandeltt lassen, das faeifst, dafs ihre Aitf ösung 
in einer geringeren oder gröfseren Zusammen- 
setzung und Wiederholung der für diese gegebenen - 
Konstmctionen hestdit, wie verwickelt sie auch 
immerhin Schemen m^gen, ist leicht einzusehen, 
30. dafs also der Zweck dieser Arbeit jetzt als er- 
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reicht zu betrachten ist. Die M5£^lfcbkcit dieser . 
Behandlung gründet sich . vornehmlich auf die vor* 
■tdiende siebente und achte Aiifgabe^ indem 
nämlich, yna schon im Eingange bemerkt worden, 
bei der gewöhnlichen Geometrie die meisten und 
schwierigsten Aufgab^ biofs mittelst dieser Im» 
' den gdSst wenden* WcUte man aber^in der Tbat 
allii geometrischen Aufgaben nach der gegenwärti- 
gen Methode» und zwar auf die möglichst einfach- 
ste Art losen» so dilrite mojii natiirlicherweito bei 
znsanuneiigesetsfirai Kcnstractioneii nidit Schrill 
för Schritt dem Verfahren folgen, welches gewöbn- 
üeh angewendet, wurd, w^n der .&eie Gebrauch 
beider Instrdniente, des Zirkels and des Lmeak'» 
gestattet ist, sondern man müfste vieliiiclii' darauf 
bedacht sein, die Auflösungen, so viel wie möglich» 
für die hier erkahteii Hülfsmittel einfoch und i»- 
'einem zn machen. In dieser Hinsicht sind die obi- 
gen sechs ersten Aufgaben selbst als wesentliche 
Beispiele zu betrachten* Aufserdem zeigen die . 
irorsteiienden Aufgaben msgesamm^ dafi» es auch 
hie: bei, wie denn in der Geometrie fibcrhaupt, vor«, 
nehmli ch darauf ankommt, die Eigenschaften 
der Abhängigkeit d>er Figar^n van einan- 
der 'genaner an erforschen. Insbesondere 
will ich hier nur noch bemerken, daiVi z. K. bei 
seichen Aufgaben, wo verlangt wird: ,,einem biofs 
der ClrSfse nad Lage nadi gegebenen Kreise Jlf, 
(oder auch einem blefe dur<^ irgend drei Bedin« 
gui)^;;en beBtimrutcji Kreise ^t/,), ein rcgeiniäfsiges 
Vieleck ein- oder umzuschreiben'^, .man unter an- . ' 
dem so verfahren kann» dafs man dieselbe Auf- 
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gäbe TVtmt ftr den gegebenen Htiffisikfeis M 

löst, und sodann das gefondene Vieleck, mittelst 
der SU deo Kreisen gehörenden Aebnlichkeit8|nnkte 
jf und anf den Kfeis projicixt w«$ 
woca- die obigen KonstruotiQii^ hinreichpnde Anr 
Ifiituiig geben. ' 

Bei dieser Gdc^nheit %;e ick nocii folgende 
Btoieriaing hinms 

Es scheint, dafs man im Allgemeinen bis jetzt 
noch zu wenig »Sorgfalt auf die geometrischen 
Konstniotioneii verwendet habe. Die heigebmeht^ ^ 
von den Alten nns überlieferte Wdee, wenach 
man nämlich Aufgaben als gelöst betrachtet, so- 
bald nachgewiesen- worden ^ durch welche Mittel ' 
eie sich anf andere^ vorher betrachtete 5 nufiokf 
' fuhren lassen, ist der richtigen Beurlheilung des- 
ßCD^ was ihre voilstäniiigc Losuiii^ erheischt, sehr 
hmderlich. So geschieht es denn auch, daf» auf 
diese Weise häu% Konstraetioiiett angegeben 
werden, die, warn man in die Nothwendigkeit veiv . 
setz>l wäre, alles, was sie eiuschiiersea, wirklich 
und genau auszuführen, bald aufgegeben bürden, 
indem man dadureh sich gewifs bald ttberxeugev 
mfiflite, dafe es eme gans andere Saehe sei,- die 
Konstructioncn in <ler Thutj d. h, mit den lur 
ßtnmienten in der ilaud, oder, um mich des Ausr 
drudks zu bedienen, bloXs mittelst der IZonge ausr 
Äifiifaren. *) Ps läfst sieb gar leidit sagen: idji 

I 

*) Ich brauch« hierbei z B. nur an die frühere Kon- 
. titrucUoD desjenigen Kreises, welcher drei gegebene Kreise 

berühreil soll, zu eiiitiieni. lind dafo leSbii heim gewUinr 

■■ ■ ' t 
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thue das, und dann das, mid dann jenes ^ alicin 
die .Sdiwierigkeit^ jind man kann in gewissen F'fSl- 
Ißa 9as^9 ^ Unm^glklikeit^ Konstnictionen, 
welche m 6niein hohen Grade insanimengesetzt 
sind, wirklich zu vollenden, verlangt, daCs man 
hei einer . vorgelegten Au%abe genau erv^ äc^e, 
wdohee. ym den wnchiedcmeii Teriiifartti bei der 
gändioheii Auefttrung das dafeehste, oder wel- 
ches unter beäoiidern Umständen das zTreckiiKilfeig-. 
ate sei, und wie viel von dem^ was die ^unge et- 
was leiehttetig ansföfart^ m umgehen sei> wem 
es darauf aahommt, alle ühefAössige . M ehe zu 
sparen, oder die grofste Genauigkeit zu erreichen, 
oder den Plan (das Fapier)^ worauf gezeichnet 
' wild, mdg^Uehat zü schonen^ n. s. w. £a kfime 
abo, mit emem Worte, darauf aa: „in anter- 
suchen, auf welche Weise jede geome- 
trische Aufgabe, theoretisch oder prak- 
tisch, am einfaohstea, genansten oder 
sichersten konstruirt werden könne, 
und Kwar 1) welches im Allgemeinen, 2) 
welches bei beschränkten Hülfsmitteln, 
und 3) welehei bei obwaltenden Hinder- 
nissen das sweckmftfsigste Verfahren 

• sei/' Diese Untersuchung würde also auch so- 
wohl die Mescheroni'sche als die gegenwartige 
Konstraotions-Methodo umfassoiy und es wOrde 

• abdann eine Yergleichung iiUer Methoden mit 



liehen Scliuluntemchtti bei viel cinfatlicren Aufgaben, ahn 
liehe Beispiele Torkommen, davon wird sich jeder aufmefk- 
same Lehrer leicht überzeugen köoaeii« 



etuaader eine iidi%e Kcafttnifii der Stehe ge- 

^Vahren, und iii-wifs nicht ohne Interesse für die 
Wisseuschait belbst sein* Dufs die vorhergehen- 
dea Angaben etwas lang seheiiieB mSgen, darf 
deTslialb uiehl; T<m der gegenwärtigea Bfethode ab- 
schrecken^ denn wenn man, wie schon gesagt >^or- 
fkii> in der gewithaliohen Cveewetrie e]»eii uq alles, 
im aar Konatmelion einer ^bsammengesetaten 
Aufgaibe erforderUeh ist, virkUcb ansfölirt) so wird 
man bald seheu, dafs auch da Vieles gar nicht 
so einfach ist, als es sobeiBf^ weua die Ciiesckäfle 
Uofs init Woftan abgemacht werden* Auch habe 
ich nueh limits Qbeiaeiigt, dars man auf dem ge- 
genwärtigen Wege, und -iwar hei iinsrheinend 
schweren Aufgaben^ S4)gar zu solchen cinfadieii 
Auflösimgen gelangt, weldi^ mit allen beliebigflii 
Httlfamitteki weder kfiner noeh bequemer gemacht 
werden können, wie diefs namentlich durch die 
nachfolgenden Beispiele bestätigt werden wirdv 

Anhang« 

Vermischte Aufgaben, nebst Andeutung 
'ihrer LOsnng mittelst des Liineals und 

eineä testen Kreises. 

f. 20. 

Um SU seigen, ivie einfiMh.sieh miuiclie an- 
scheinend schwierige Aufgaben, blofs mittelst des 
Lineals, lösen lassen, wenn in der £bene irgend 
ein fester Kreis üf gegeben ist^ füge ich hier nooh 
emige sweckmaljuge Bebpiele bei. Die Gründe» 
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$. 20. Aahuiß. Vermijchte Au%aben. g| 

Hut welchen einige der dabei augedeuteten Aiiflö- 
«uigicii Jbeinfaeiiy findet Hian im ersten Tbeil dei 
y^ystematieohen Etttwickelnn^g eto»% und 
die, auf welchen die übrigen berahen, werden in 
den späteren Theileu desselben Werks entwickelt 
werden* Aufseidesn wird dasselbe Werk iMK;b 
Tide andere Angaben dieser Art entUten, rine' 
namentlich im ersten Theil schon mehrere vor- 
kommen.» wdche alle hier zu wiederholen inir je- 
doeli imndtliig' schi». — 

In Betreff der »aeliMgendeB Anfl^sangea 
mul's ich noch bevorworteu, dai's der Lesci^ falls 
es ihm darum zu thnn sein sollte, die beschriebe- 
nen Keivstnieüeiien auf dem Papiere wirkikh sa 
sehen, sipfa, nadh Anleitung der Aufldsnng, die 
jedesmaligen erforderlichen Bilder (Figuren) sel- 
ber zeichnen möge. 

Aufgabe L . 

„Wenn in einer Ebene zw ei beliebige 
Oreiecke gegeben sind, so soll man ein 
drittes finden^ welches zugleich dem er^ 
sten um- und dem «weilen einges ehr le- 
ben ist.**' 

Es seien 1^, B,, die Eckpunkte des ersten, 
und Af Ag die ^^iten, und zwar die unbe- 
grenst' verlängerten Seiten des zweiten Dreiecks. 

Man nehme 'in ji einen willkürlichen Punkt a 
an, siebe den Strahl ai^, d«r die Gerade^, (beide 
gentq^sam -verifingert) m einem Punkte trifft^ 
ziehe sofort den Strahl <i^B,^ der die in einem 
jPunkte (Vs schaeidet, und ziehe endlich den^trahl 
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a^i^s) weleber der ^ in mem Punkte a begeg- 
net. Nun hat die Aufgabe offeub^ur keiueu aniieni 
Zwecke als den ersten Punkt a so m befltmuiieiv 
daTa der xuletxt mlialtene Ponkt « mit ilim , sn- 
sfimmenfldlt, indem in diesem Falle das Dreieck 
M^a^a der Aufgabe genügt Da aber, im AUge- 
meinQDy dieses ZnsammeDfaUen siobt stallt iinde^ 
eondem a und a zwei Yersdiiedm, aber von ein- 
ander abhaDgige*, einander entsprecbeude Puuktu 
sein werden, so suche man idmlicherweise zu zwei 
anderai, beliebig angeiionunenea Poukti^ c in 
. der Geraden die ihneD entspredmiden PmdLf e 
y in der näiiilichen Geraden. Sodauu nehme 
man im Umfange des Qixifsiireises M irgend einen 
PuntLt P an, und si^e die Strahlen JPa und Puy 
Pb und Pßy Pt imd Pry die den Kreis (mm 
zweiten Mal) beziehlich in den Punkten u und a,, 
d und ßi^ c und rt schneiden 5 eins dieser Punk- 
tenpaare^ B. das erste, verbinde man kreuz- 
weise mit jedem der übrigen, d, h.,* man 'sdeite dia , 
Geraden aß^ und <«j<!/, die sich in einem Punkte 
so wie die geraden a^^i i^id a^Cy die sich in einem 
Punkte '<! sohneiden, ziehe weiter die.Gfrad§ ' 
die den Kreis M, im Allgemeinen, in zwei Punk- 
ten 7\ * öcLueidet, miü ü^ielie endlich die Strahlen 
Pr^ Ps: so werden diese die Seite (oder Gerade) 
A in denjenigen Puiikteo r^ $ treffen, in welobräi 
aOdp and in der That die Eeke des zn beschrei- 
benden Dreiecks liegen kann, so dufs also dieses 
eomit gefunden ist. Deinnach giebt ps iiH Allge- 
meinen zw ei Ureteek^e ttitih ^(«M» vovojß jedes 
der vorgelegten Ai^ahe Genüge leistet. Wenn' 
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fibcr insbesoiHlerc die Gerade den Kreis nur 
berührt^ so gieU es ' mar ein, und weim sie ihn 

ideht trifft, so giebt es gar kein Dreleek^ 
ivclcbcs die Beduigiingen der Aufgabe crlüllt. 

Anmerkung. Ganz eben so wird die Auf* 
gäbe gelast^ wenn statt der Ihreieeke belieiHge 
Vierecke^ oder Ffinfbeke n* s« w. gesetet werden. 

Aufgabe 2. . . 

),Die gegenseitigen Durehsehnifts- 
punkte einer gegebenen Geraden und 

eines bloTs durcb 

a) fünf Punkte, oder 

b) fünf Tangenten 

gcc^obeuen (also nicht gezeichnet vorb'egcnden) 
Kegelschnitts zu finden." 

Fall a« Es heifse die Gerade und die 
fünf Punkte des Kegelsofanitts B, B^, % C 
— Aus irgend zwciien der fiiiif Punkte^ etwa aus >?, 
B^j ziehe 'man Strahlen duicli die drei übrigen, 
also die Strahlen Jm und B^^l, ßf8 und JS«^ 
B($ und B^Q.y und nenne die Punkte, in welchen 
sie (genugsam verlängert) der Goraden A begeg- 
nen^ beziehlich a und ce, b und c und Mit- 
telst dieser drei Punktenpaaxe suche man soforl^ 
genan auf dieselbe Weise wie bei der yorherge- 
henden Auflösung (Aufg. 1.), also durch Benu- 
tzung des Hülfskreises Jlf, in der Gnaden A die 
zwei Punkte r, ^, so sind diese die Terlangten 
Scbnfndepnnkte. Trifft die Gerade pq^ wdehemaa 
duroih die weitere Konstruction (ludet, den Hulfs- 
kreis M nichts so sehneiden die gegebene Gerade 
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nnd der Kegelschnitt einander auch nicht j hcrüh- 
ren sich jene, so berühren sich auch diese^ so daTs 
ia dieaem Fall« üe Psokte t «nd ^ maumcinfiilien, 
Fall b. Dieser Fall lATat steh leMit attf ätm 
ersten bringen, indem man nämlich mittelst des • 
LineaU allein die fünf Punkte findea kaan^ in wel- 
chen der Kegelschnitt Ten den .gegebenen SM 
Tangenten berührt wird. (Abhängigk. geom. 
Gestalten, 1. Tbl. S. 152.) 

f Aufgabe 3» 

,,Diejenigen Geraden sn finden^ weU 
che durch einen gegebenen Punkt gehen^ 
und einen nur durch - . ' 

a) f&nf Tangenten^ edei 

b) f anf Punkte 

gegebenen Kegelschnitt berühren.'' 

Fall ^» Eft heifse der gegebene Punkt If, ' 
und die fänf gegebenen Tangenten des K^l* 
Blatts ji^y^f 93 9 Man bezeichne die 
Punkte ) in welchen ji und yon ge* 
schnitten werden^ .besiehlich durch a und a, ^ 1^ 
und b, 9 c nnd c,* Hsn siehe die Strahlen Äi^ , 
Bb^, Btt und nenne die Punkte, in welchen sie 
die Gerade A treffen, beziehlich er, Hierauf 
suche man auf gleiche Weise, wie bei den beiden 
Toihergehenden Aufgaben, mittelst der drei Pank* 
tenpaare a und <Xy h und c und y und des Hulfs* 
kreises J/, in der Geraden A die zwei Punkte 

und ziehe sofort die Geraden Bty M^^ so w«^ 
den diese, nnd swar diese allein, der Forde« 
rung der Aufgabe genügen. Wenn die Gerade pq^ 



> 



* Digitized by Google 



S. 90. AnhMig: V«fttita1tift Au^abm« 95 

welche durch die weitere Konstructioii geftmden 
wird (siehe . Au%. 1.), den liülfskreis M nicht 
sekneidet) seigt dieüi an^ dafii der g^beme 
Punkt B innerhalb des Kegelsehnitta liegt, itnd 
mithin die Aufgabe unmöglich ist; und wenn jene 
Gerade den Kreis berührt, so zeigt diefs an, dafs 
der Punkt im KegeLsefanitte seihet liegt, und mit- 
fahi nur eme einiige Gerade (hi der sieh zwei Ter- 
emigt biiljcn) der Aufgabe geniiiicn kann. 

Fall b. Dieser jt'all kann auf entsprechende 
' Weise auf den ersten (a) gebracht werden > nie 
flokhes bei der Torigen An%abe (2.) statt fand, 
worüber ebenfalls an dem daselbst angeführten 
Orte das Nähere zu Buden ist. 

Aufgabe 4« 

,,Wenn von einem KegelBchiu tte vier 
Punkte and eine Tangente gegeben sind, 
so soll man den Punkt finden, in welchem 
di^e letztere Tom Kegelschnitte berührt 
^wird.** 

I. £s heifse die gegebene Gerade ji, und 
-Me Tier gegebenen- Punkte JM9 SS> 6^ S)* Man 
ziehe durch diese Punkte drei Paar Gerade, näm- 
lich und GS), m und ^BX^, 512) und SBC, nehne 
die Punkte, in welchen sie tier Geraden A begeg- 
nen, beziehlid» a und «, ^ b und ßj t und r$ und 
suche sofort, änf dieselbe Weise, wie bei den vor* 
hergehenden Aufgaben, in der Geraden A die 
.Punkte r und ^, so wird jeder von diesen der vor-« 
gdegten Aufgabe genügen, so dafs es also^tmAtt- 
gmeinen zwei Kegelschnitte giebt, von denen je- 



der durch <lic vier s:cp:cbenca Punkte p:eht und die 
gegebene Cleiade berührt. Die Merkmale, woran 
man erkeimty eb die Angabe in der That B.weiy 
oder nur eiue, oder gar keine Aufldenag ra- 
läfst (d. h., ob 2, oder nur 1, oder kein Kegel- 
gdinitt mdglieh em), aind die nimlidieii nie , b» 
den Torhergehenden Aufgaben*. 

' n. Um die Konstruction ctw^as abzukürzen, 
kann ma» bei dieser Au%abe auch wie folgt ver- 
ehren. Man aiehe nur swei Paar Gexade (I.)» 
etwa und ßS), «6 nnd 832), welche der Tan- 
gente A in den Punkten a und a, f> nnd 3 begeg- 
nen^ und aiebe sofort aus dem im Hülfskreise M 
beHebig angenonnnenen Punkte P (vergL An%. 1.) 
die Strahlen 7\i und Pa^ Fh und Pßy welche den 
Kreis in a und f^i, ^ und schneiden, und ziehe 
femer die Oeraden und ba^y die rnh in einem 
Punkte ^, 80 urie die Geraden ob mA u^ß^^ die 
ßich in einem Punkte t schneiden, lege weiter die 
Gerade |)t, die den Kxeis ilf, im Allgemeinen, in 
swei Pitakten r und # ecfandden vird^ nnd ziebe 
endlich die Strahlen Pr \soA so werden diese 
der Geraden A in den gesuchten Punkten i und ^ 
begegnen* 

Aufgabe 5. 

,,Wenn von einem Kegelschnitte Tier 
Tangenten nnd ein Punkt gegeben aind^ 
go soll man die Tangente finden, welehe 
den Kegelschnitt in diesem Punkte be- 
röhrt" ^ 

Ea 
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Es B^en By die gegebenen vier 

Tangenteii, und der gegdbcoe Pwikt Es Ji» 
fim die Pind^te, in veldun A ym.S, C, D ge- 

eclmitten "wird, beziehlich rt, b, c, untl die Punkte, 
ia welchen 7) und D und ^> C und B einan- 
der fldmeideii^ JbeaeUioh c^. Mvi gielie 
die Strahlen Sa« 9 Sfti» Stc,, uimI nemie die-Piiiikte^ 
in weichen sie die Tangente A treffen, beziehlich 
e» h ^* Sodann suche man> auf dieselbe Weise 
im Malier^ mittelst der Punktenpaare a mid | 
und p 3 c und in der Geraden A die Punkte r 
und^^ und ziehe sofort die Strahlen Kr und so wird 
jeder Toa diesen dea Angabe genfigcai» ^ Ue^geaa 
lassen sich die swei Paukte i audi luer duroli 
dasselbe abgekürzte Verfahren finden, wie bei der 
Torigen Aufgabe (Anfg. 4, IL), wosu num näm- 
lich aar zwei der drei Punkteapaaie, etwa ü and- 
a, ( und §y aöüüg h^t. . 

Aufgabe 6. 

„Wena drei Punkte und iwet Taagea* 

ten eines Kegelschnittes gegeben sind, 
80 soll man die Punkte finden, in welohea 
derselbe die Taageaten herührt*^ 

Man bezelefanedie gegebenen Tangei^en durch 
jB, 6', und irgend zwei der drei gegebenen Punkte 
durch a, Man ziehe die Gerade und aenne 
die Punkte; in welchen sie die B uiifl C sdbneidet, 
b und und suche sodann, auf die niiniliche Weise 
wie oben (Aufg. 4, II.), in der Geraden aa (dort 
A) die zwei Punkte t and Nun lege maa fe»- 
aer durch den dritten gegebenea Punkt and einea 
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der It^eiden anders^ a oder eine Gerade, und su- 
«be, auf gpm gMdw W«se> in Sur die swei 
Fwakte und Sodaim ziehe ma» die mr 

Geraden rr^ 5 r^, > ^r, und , so wird jede yoa 
diesmi ingbeftoadere die Tai^euten Cm sol» 
«bea Bwiktea schnriden, ifi wMkm sie Tea einen 
uad deint^elben, durch die drei gegebenen Punkte 
gebenden, Kegelschnitte berührt werden. Die vor« 
gelegte 4^«igabe iäfst demnach im AUgemeiaea 
Tier AaflSsnagMi sn, eder es giebt, im Allgemein 
nen, yicr Kcfielschnitte, welche die drei gegebenen 
Funkte, so wie die zwei gegebenen Tangenten, ge* 
mein haben. Die Aufgabe wnd (eder die Kegel- 
schnitte werden) unmuglich, wenn eins der f> ennnn- 
ten Punktenpaare r und ^, und nicht statt 
fipidet Dieser Fall läfst sieh aber, ehne yorhe« 
rige Kenstmetloa, mimittelbar aus der gegenseitig 
gen La-c der gegebenen fiiiif Elemente erkennen, 
nänilich er ündet statt, wenn die gegebenen Punkte, 
in Rücl^sicht auf die durch di^ Tangenten C 
gebildeten Winkel, in N e b e nw i nk el n (aber keine 
zwei derselben mit dem Durchschnitte der Taa- 
geuten in einer Gerade) liegen. Besondm oder 
GremilQle entstehen, vemi entweder die drei ge- 
gebenen Punkte in einer Geraden^ oder zwei der- 
selben mit dem Durchschnitte der Tangenten 
C in einer Geraden liegen} «u s. w. 



*) Ver;^'!. Memoire iur les lignei du lecond ordre^ p. 47 
par Brianciiony Capitaine d' Artillerie, ancien ^l^re de l'Ecole 
Polytechnique. Paris 1817; und Abkäng. geom* (reataU^n^ 
S. 235. Tbl. 1. 
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• Aufgabe'?. 
'^yWeBn ^r-ei TangeftttfH und iwet \ 
Punkte eines Kegelscbtiittes gegebea 
minAy so seil man die Tangenten finden, 
welche deBselbea in jenen Punkten be- 
ribren.'* 

Man bezeichne die gegebenen drei Tangenten 
dureb D und ^die gegebenen zwei Punkte 

durch und fenier die gegenseitigen IDurch- 

Bcbnittspuukte der Tangentenpaare B und C, B 
und Dy Cmi D beziebiicb durch 3^, S?. Man 
siebe die Oerade aa^ und nenne die Punkte, in 
welchen sie das eine Tangeutenpaar , et>\a B und 
Cy schneidet 9 6 und und suche sodann, in der 
Cieraden aor, zu den zwei Punkteupaaren a und 
b und ßy das durdi dieselben bestimmte Punkten- 
paar r und 0 (Aufg. 4^ II.). Aehaiichem^eise su- 
che man zu dem gegebenen Puuktenpaare, a und 
und zu dem Punktenpaare, in welchem die' Gerade 
au von eiHem andern TangentenpaLiie^ cuva von B 
und geschnitten wird, das durch dieselben bc- 

■ 

stimmte Punktenpaar t\ und i^. Sodann ziehe 
man die Strahlen $r 'und S)^, (<r, und G^,, und 
bezeichne die DiuchschnittspTnikte von S^r nnd^CTr,, 
a)r und e^t, S>^ und er,, 2)^ und (5^,, beziehiidi 
durch Uy y, Xy und ziehe endlich die Geraden* 
paare na und ua^ xa und xa^ ?/a und y«, a^a und 
xccy so ivird jedes von diesen, iur sich genommen, 
der vorgelegten Aufgabe genügen ^ d< h. , je zwei 
solche Gmule berühren in den zugehörigen Punk* 
ten a und et einen bestimmtßn Kegelschiiiti, Avel- 
cher ebenfalls von den drei gegebenen Geraden 

G 2 



By r, D berührt wird. Demnacli läfst die Auf- 
gabe^ im Aü^meineD, vier Auitgsungen za^ oder 
es .find^ TierjKegiBlfldiiiitte statt, welche aotweU 
die dr^i gegebenen Tangenten, als die ^ei gegar * 
• b^en Punkte creincin haben, ii. s. w. 

Mittelst der Torstehenden Aufgaben (2 bis 7.) 
lassen sich mminehr auch die folgenden Doppel- 
angaben» welche, wie man |)eincri£en wird, theils 
Zusammensetzungen, iiieilai besondere pälle Y09 
jenen siiid, teio)it lösen« 

Aufgabe 8. 
,jDie jgegenseitigen Durchschnitts- 
punkte einer gegebenen Geraden vnd 
eines Kegelschnitts, von welchem 

a) TierPnnkte nnd eine Tangente, oder 

b) Tier Tangenten und eiii Punkt ^ 
gegeben sind, zu finden." 

.. ; Aufgabe 9. 

„Diejenigen (reraden, die durch ei<« 

neu gc^cbeiieii Punkt gehen und einen \ 
Kegelschnitt berühren, von welchem ^ 

a) vier Tangenteii und ein Punkt, oder 

b) vier Punkte und eine Tangente 

^egeb^o sind, zu finden."' 

*. ^ Aufgfthe 10. 

„Di^ gegenseitigen Durchschnitts- 
punkte einer gegebenen (geraden 
^eines Kegelschnitts, von welchem 

a) drei Punkte und awei Tangenten, -oder 

b) drei Tangenten und swei Punkte 
geg^beii sind, zu find^p«'* 
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A ufgab e IL 
,^Diejenigeii . ißerüdden^ di« durch ei- 
nen giegebenen Piinkt gehen und einen 
Kegelsohnitt b«f tthteD;» yon welchem 

a) drei Tangenten und xwei Punkte, oder 
. b) drei Punkte und awei Tungenten 
gegehen eind« su finden;" < * 

Aufgabe 12, ; 
9>Pie gegenseitigen Dnrclieehnitt«- 
punkte einer gegebenen Geraden und ei* 

uesdurcLi 

a) Tier Punkte und die Tangente in 
einem derselbeii} edei^ 

b) Tier Tangenten und den Beruh-' 

run^spiinkt einer derselben 
gegebenen Kegelschnitts su fiudeiit'* 

Aufgabe 13« 

^, Diejenigen Geraden, welche durch 
einen gegebenen Punkt geheu^ und einen 
diirch 

a) vier Tangenten vnd den Berikhrangs* 

puükt einer derselben, oder 

b) Tier Punkte und die Tangente in 

einem derselben 
gegebenen Kegelschnitt ^berahreu^ ^ 2U 
finden. 

Ajifgabe 14. ^ 
„Die gegenseitigen Dnrchschn itt s- 
punkte einer« gQg^benen Geraden^.und eir 
n.ee dnrck 
a) drei Punkte und die Tangeuten. in 
zwei der selben^ oder 
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>b) drei Tangenten un^ die Berührnnge* 
fiunkte ¥en 2wei derselben 

gegebeiieu Kogelschnitts zu finden«**' 

•* Anfgabe 15. ' 
,,Diejenigen Geraden^ welche' diireli einen 
gegebenen Punkt geben nnd einem durch 

a) drei Tancrenten und die B erührungs-* 
punkte von zwei derselben^ oder 

_____ I 

b) drei Pui^kte und die „Tangenten in 

zwei d erselb en . , 

gegebenen Kegelschnitt ber&hren^ zu 
finden." » 

Wie man sieht, lasfi^ «idi 2. B. die Aufgaben 
{8. und 9.) mittelst der Aufgaben (4. und 5.) auf 
die Aufgaben (2. und 3.) zurückfiihreu, ebenso die 
Aufgab«! (IQ. ij^nd ^1*) mittelsi iler Au%abw (6. 
und 7.) äuf die Aufgaben (2. und 3.) u. e. v., 
voraus die Zahl der Auflösung, welche jeder der 
gegenwärtigen Aufgaben möglicherweise zukommeii 
können^ leidit zu finden ist. 

Aufj!:abe IfJ. 

jjWenn von zwei Kegelschnitten zwei 
gemeinschaftliche (oder Purcitschnüts-} 
Punkte und anfserdem von jedem insbe» 
sondere irgend drei Punkte gegeben sind^ 
80 soll man ihre übrigen zwei gemein- 
schaftlichen Punkte, so wie ihre vier ge« 
meinschaftliehen Tangenten finden."' 

' £s mögen die Kegelschnitte durch K und A', , 
ihre gegebenen zwet gemebischaflßidhen Punicte' 
durch $1^, die übrigen gegebenen dref Punkte- 
des Kegelschnitts durch' 3?, (5 und die des 

durch C^^ bezeichnet und die gesuch« 
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tcn Kirei gememschafididieii Pmkte r, ^ g:eiia]iiit 

i^ei den 5 dann kann die Au%aUe untj^ji andern z. B. 
vic folgt gelöst Yrerdcn. 

Man ziehe: etara die Genden HISR tmd.%€^ 

sncho di0 INinkte und b^, c,) in welohen 
sieiir, (aufser in ?i nnd@) zum zweiten Mal schnei- 
den — welches .bekanntlich mittelst des Liümfai 
allein lacht geschehen kantig da. fünf Ptmkte. Toa 

gegeben sind -J— ziehe scfort die Geradenpaare 
91% und a^bi) und a^Ci, nenne die Punkte, in 
weldien sie sich Frenzen, beziehlich und xiehe 
die Gerade , se ist diese eine (der gegebenen 
SiS zugeordnete) gemeinschaftliche Secante der 
zwei Kegelschnitte /i) , so dafs also nur noch 
Döthig ist^ die Durdiechnitte derselben mit einem 
' der letzteren zu finden (Aufg. 2, a.\ um die in 
der Aufgabe verlangten Punkte i zu haben. 

Um andereraeita .die Tier gemeinschoftliehai 
Tangenten zn finden, nehme man in der geg^he* 
nen Secante Di 3 irgciui einen Punkt ^ an (wel- 
cher , ab^r aufserhaib der Ke^rel schnitte liegt)^ 
saehe aus demselben an jeden Kegelschnitt zwei 
Tangenten, suche sofert^ mittelst des Lineds, die 
Berührung spujiktc, a und und derselben 

imd ziehe sodann die Geradenpaare aa\ und 6b 
0iy and Aayy die sieh beziehlich. in. den. Punkten 
I schneiden, welche zugleich die Durchschnitts* 
puiikte der gesuchten j&wei Paar gemeinschaitli- 
ohen Tangenten sind^so dafe also diese letzteniii 
aefat nach (Au%. 3.) gefunden werden, . 

Eine einfachere Auflösung der vorgelegten 
Aufgabe werde ich an einem andern Orte mitthei- 
len' und beweisett« ■ " 
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• ^ Aufgabe 17. . .... 

... „Wenn von swei Kegelsohnitfen JKV 
zwei gemeinschaftliche Tangenten 
Jt^ und anrserdem von jedem insbe- 
rondere irgend drei Tangenten^ etwa 
hy e und 'i>^«9 gegeben sind^ 90 soll 
man ihre übrigen zwei gemeinsohaftliclica 
Tangenten, so wie ihre vier gemein-^ 
sehaftlichen Punkte finden.** 

Heifoen die Ponkte, in welchen A und A^ 

von er, dy c geschnitten werden, hcziclilich b, c 
und a, > h^'f c«* Aus jedem der letzteren drei 
Fnnkto lege man an eue iweite Tangente 
fweldie ttimllGh anfser der sdion voiliandeMii 

noch statt üiidct), nenne die Punkte, üi welchen 
gie die A schneiden, beziehlich a, suche so- 

fort> mittelst des Hülfskreiaes^ in der Geraden A 
m den drei Pnnktenpaaren d und tf , h und fi^ c 
und y die zwei i*imkte r und und le^e endlich 
aus jedem dieser Punkte eine (zweite) Tangente 
an K (oder K{i^ so werden dieselben andi 
(oder berühren, und mitiun die gesuchten swei 
gemeinschaftlichen Tangenten sein. — Die e:e- 
meinschaitiichen Punkte der Kcgelscbnitte werden 
sofort auf eme entsprechende Woh>n gefunden» 
wie bei der Torigen .Aa%ab6 die gemeinachafili» 
chen Tanixenten, ' • \ 

Es lassen sich nun. weiter eine Menge - Auf- 
gaben anfiltellett» wdche ans dai swei letxtett'<ilb 
und 17.) und ans den früheren Aufgaben zusam* 
meugesetzt sind, wie z. B. die folgenden. 

Aufgabe IS. ' 

„Wenn von sirei Kegelechnitt'en swei 
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S* 20. Anhapg. V«rmwchte AufgabeA. |Q5 

gemeinschaftliche »Punkte und nebstdem 
'von jedem insbesondere irgend drei Tan« 
genten gegeben sind, so soll man ihre übri- 
gen gemeinäch aftlicheu Punkte, so wie ihre 
gemeinschaftlichen Tangenten finden«" 

. Aufgabe^ 19. 
„Wenn von zwei Kegelschnitten zwei 
gemeinschaftliche Tangenten und nebst- 
. dem von jedem insbesondere irgend drei 
Pnnkte gegeben sind, so soll man ihre übri» 
gen gemeiaschaftlicUen Tangen ten, so wie 
ihre gemeinschaftlichen Punkte finden*'* 

ü. s. w. 

Die LQsnog aller soli^ier Aufgaben hat, wie 
die obigen Beispiele zur Genüge zeigen, gar keine 
Schwierigkmt, so dafa ich es nicht fiir nöthig« er* 
achte, midi weiter darauf einzulassen. Denn man 
wird leicht Ijcmerken, diUs z. II. die Aufgabe (18. 
im AUgemeineu, zufolge der Iilndbeinerkung iu der 
Auflösung von (7.)^ 16 Fälle um&rst, wov^n jeder 
insbesondere sidi auf die Aufgabe (16.) bringen 
läfst. Aehniich verliält es sich mit (19.)« 

Ton denAu%aben über Kegelschnitte wilijch 
hier nur noqh das folgende Paar hinsDfiigen« 

Aufffube 20. 
„In einen durch irgend füuf Punkte 
(oder duroh irgend fünf Bedingungen) ge- 
gebenen Kegelschnitt ein ivEek zu be- 
schreiben, welches zugleich irgend ei- 
nem gegebenen «»£ok unvsehrieben ist 
(d. h., dessen Seiten zugleich, nach be- 
stimmter Ordnung^ durch u beliebige ge- 
gebene Punkte gehen)*'" 
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106 idihang. Vecmbchie Au^aben. 20^ 

Aufgabe 21. • 

,,Um einen dnrch irgend f^nf Tangen« 
ten geg-^ebenenKegeUehnitt ein «Eek in 
beschreiben, welches zugleich irgend ei- 
nem gegebenen ^Seit eingeschrieben ist 
(d. b«, dessen Ecken zngleioh, nach der 
Reibe, in n beliebigen gegebenen Gera- 
den lief2;en).* 

Yen diesen zwei Aufgaben hat die erste, oder 
viebnehr nur ein besonderer Fall derselben, eine 
seltene BerObmtbeit erlangt, indem nSmlicb die 
bedeutendsten Mathematiker teicE damit beschif- 
tigt haben. *) Bas Verfahren, durch welches die- 
sdbe mittelst der hier gestatteten fluHlBmittel ge- 
iSst werdetf kann, besteht der Hanptsaebe naeh 
z. B. in folgendem. ' 

Der Kegelschnitt helf^e und das gegebene 
flEdc Durch v^end drei der fanf gegebenen 
Punkte des Keg^i^ittes, die etwa doreb a^, Ibj» 
Cg bezeichnet werden mögen, ist ein Kreis be- 
etiramt; er heifse il/,. Zuvörderst lassen sich , 
nun, mittelst den Uülfskreises My die Aebnlidi- 
keitspunkte A und / der Kreise if/, J/, finden 
' (wozu man von nicht mehr als jene drei 
Punkte nöthig hat)* Mittelst und / bestimme 
man irgend zwei neue Punkte d^s Kreises üf^. 

Man sehe KIfigeli MathematiAch^s Wörter- 
buch, Th. IIL Art; kreis, 115^ S. 155., und aufiier- 
de^i die spätem Aiheiten über denselbed G^enstand von 

den Mathematikern Q trgQnnt^ Kncoiktrt^ Servois, 
Moci^mif Brian c hon, Poncelgtp täkuHitr, etc., in den 
Annale^ de Mathematiqueg, fofli. i und f^Il^-f im 
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(. 20. AnhApi^. VetBittdittf A^gthtn, iQ*j 

etwa b,, e,. So läfst sich fiir 31^ und ßf^^ da 
TOD jedem fünf Pimkte gegeben sind, ein Pro- ^ 
j^ctioiispiBiikt (der namlieh u de& meisten Fällen 
der Durch8cbuitts|>iinkt zweier gemeinschafUicheii 
TaDgenteu derselben ist) finden; er heifee P. 
Mittelst P und einer gemdnsckiifUidien Seeante 
von ßi^ und üf^, etwa der Seoaate Ciz^o:, findiet 
man sotort das zu i^/j gehöriere nEck iV^, wel- 
ches deni^ SU Mg geluMrigen, gegebenen »Ecke JV^ 
entB|indit; und sodann findet man feiner> mittelst 
A und L leicht das zu M gehörige »»Eck N'^ 
welches dem, zu gehörigen, »Ecke iV^ ent- 
sprieht. Hievanf besc^ibe man, mittelst des 
Lineals allem, in den gezeichnet yorliegenden 
jkü-eie 3/, ein /l Eek ^Jlj welches zugleich dem ge- 
gebenen »Eek umschrieben ist*^), suche sofort 
mittelst A imd /, das ihm in Bezug anf den Aehn« 
licbkeitspiinkt A (oder /) entsprechende, zum 
Kieise Jij gehörige, /»Eck ^l^, und sodaim (mit- 
telst P mid a,ftc) das diesem entepreehende, amm 
Kegelsefanitte gehörige, »Eck 91;, se wi»d' 
dieses letztere der Fojderuiig der Aufgabe geiuji:; 
thon. — Aut entsprechende Weise kajm auch die 
andere AQ%abe (21.) §el5st werden. 

Anmerkung. Bie Tersteheoden Aufgaben, 
Ton der zweiten au, sind, wie man bemerken wird, 
naeh dem sogenannten Gesetae der Dualität einan- 
der paarweise cageerdnet, nändieh: 2 nnd 3^ 4 
und 5, 20 und 21. 

*^ Dieses geschieht 7. R. nach dem Verfahren, wel- 
ches Punce^ef in den Annalet de Mathtmaii^ues^ 
i^m, VliL, zuerst bekannt gemacht bat. 
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Aufgabe 22. 
' „Wenn irgend ein Punkt (Fig. 25,) 
eines Kreises und dessen Mittelpunkt Jbf^ 
gegeben sind, wovon der letstere jedook 

als unzugänglich vorausgesetzt wird, so 
soll man beliebig viele andere Punkte 
des Kreiset^ finden.'* Wemi s» B. der Punkt 
iXff dnroh tigend einen koken Gegenstand, etwa 
durch einen Thurm oder Baum etc., der sich auf 
einer kleinen lusel^ oder in der Mitte einer Stadt 
be^pdel^ gegeben isl^ so dafs man nieht leicht Ten 
aOsn S^ten, durch den Raum MS kuidoroh, za 
demselheii geloDgen, woLl aber ihn aus dem Punkte 
und aus anderen Punkten A, a, •••• so- 
hön kann, nnä wenn verbngt wird^ man soll um 
das die Insel umgehende Wasser MSy oder um 
die Sladt einen kreisförmigen Weg, Kanal etc. 
henunführen, weicher durch den gegebenen Pimkt 
g/eikk^ und In dessen fiüttelpnakt der Qc^^enstani 

stekts so kann ein Mann allein mit wenig 
Hulfsmitteln 5 nämlich mittelst Stäben imd einer 
Kette (oder Schnnr) von bestimmter Lönge^ be- 
liebig viele Punkte 9 durch welche der g«uumte 
Weg ete. fährt, wie folgt finden« 

Man setze in a^ einen Stab und nehme in der 
Richtung M^a^y nach welcher ü/i sichtbar isl^ 
cvrei beiiehige gleiche Streckeu» etwa m^m « mt$y 
und setze in 1», n ebenfiüls Stäbe« Auf einem 
ebenen Platze stecke man eine Gerade a& ab^ 
weldie m|t a^nm parallel ist (f. 6^ I.)) setze in 
dem Punkte My den man als Mittelpunkt .des 
Hüliäkieities aunimmt, einen Stab, d^r von ciuem^ 
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$.20. Anhang . Y«riiiiichta Au%abeii. 

an dim eiaeii Ende der Kette befiiidlicheii^ >Bla|^ 
^ofe mnacUosseil mvdy und aehme Ma » üf^ «sie 
der LäDsre der Kette und setze in a und d Stäbe. 
Nun setze man ferner in jt^ wo sich die Genitofli 

und M^M kveomi^ so wie in wo si^ die 
Geraden ond M^M durehschneiden^ einen 

Stab: so lassen sidb alsdann, mit Hülfe dieser 
TorbereitniigeD, '.leicht so viele Pvnkte des Kvei- 
•es iXf« finden, ^als man wilL Denn man spanne 
z, B. die Kette nach einer beliebigen Richtung, 
etwa nach c hin^ ans, setze liier einen Stab, and 
spaane' sie sodaim nach der gerade ,en%egei^e. 
setzten RichtuDi^; bis. d msBy tmd setze hier auch 
einen Stab, so ist sowohl der Durchschnitt der 
Geraden Ac and äl^ als der Geraden Ad und e/, 
' also sowohl* Ct als d^ , em Paakt des Kreises^ üf^ . 

Fänden solche Hindernisse statt, dafs man 
nicht über den Rauni Ii hinwegsehen, also nicht 
aas Jf und / nach e^ 4iehen k&mte, so würde 
man vorerst nur 4w erforderliehe Menge von Punk- 
te längs des sichtbaren Bogens a^d^ bestimmen, 
und sodann den' Hülfskreis anderswo onntihni^ 
um eben neuen Bogen un erhalten, oder um den 
Vorigen zu verlängern, und so würde man fortfah* 
reu, bis der Kreis vollständig wäre. ' 

. Wären, anstatt de» Mittelpunkts jlf , des sa 
konstrulrenden Kreises und des eben Punktes a,y 
in dem Umfange desselben, irgend drei Punkte des 
letsteren, etwa a^, of«, «i, gegeben, so liefse sich 
die Aufgabe «• B. folgendergestalt iSsen. • 

Man stecke irgend ein Dreieck ade ab, dessen 
Seitep den Seiten des .gegebenen Dreiedcs. a^d^e^ 



Digitized by Google 



IIQ ikihang*. Vecmkekl« Auf^eo. f» 2(>, 

{mieiiliela. pomUel soid; suolie dea Hittej^nnkt itf^ 
des Kreiseft (d. h. des dm Breieoke ade um- 
schriebenen Kreises) , so*' wie Uie Aehnlichkcits- 
punkte / derüxelüe ade^ a^d^e^^ und verfahre 
«odaian elwn io.twk oba«. UU<iiäniiicli*z. B. die 
Ckrade md nü der dmrdi die «irn Pmdcte und 
gegebenen Geraden a,€/, paraUel zu ziehen, ist 
es nOthig, die letztere iiber dnen ihrer £iidpu9kte 
Ihdiuw zu Terläageni) nm m dieciee VcarlaDgemu^ 
zwei gleiche Strecken annebjuicn zu küimcn , wie 
vorhin die .Strecken a^m =s mn* Dieses YerläUH 
fSStfea ist aberi faekanntlieh auch in demjenigeii 
• FaHe tnöglicb , wo weder miak der baden End- 
punkte flfj, aus dein aiulern zu sehen, noch die 
zwischen ihnen helindiiche ^ecke (von bis d^) 
zngängliok ist, Bo ndctn wenn inur diesdben von der 
Seite her, wie etwa aus sichtbar sind. ^) Glei- 
ches gilt von den übrigen Seitenpaareu ae und a^e^^ 
dB laiDii d^e^\. Die .einander äJndi0heA Dreieicke 
a^d^e^^ nde smd aladaaa entweder gleicblie- 
gcnd oder uii i; l eichlieg eiul ; iui ersten Fsdle^ 
welcher in der gegenwärtigen Figur statt findet, 
aebneiden sidi die Geradan^/welabe duroh dia rat» 
apreebendra Edcen der Dreie^e gehen, wie etwa 
die Geraden a^a und d^dy im äi^fseren Aehn- 
Uehkaitspunkta ^ n. v. * 

Man sehe^Handbqch des f eldmessens und 
Nivellirens" Ton CrtUU, Berlin 1820, §. 67» S. 116, wo 
nator andern auch diese Aii%al>e mOk Ihnidclit behandeil wird. 
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